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V (» R 1! K I) H. 


,liiB mt jet'/t ungt^fiihr 7,w(*i htii\ mn 

buchhandlung von Friaclr, Viowcig it* Sol 
inachta, tlb Vorlimun^on von Itiiiiiuirin iilmr jii 
glaichuiigen, <lio mii Ilitimiiiur» Todij in drai to 
Hohiadanan AuflaROin intdiilira von I 

varcHTantliaht wnron, niifn Kona ltarnn»*/ 4 i| 4 idiaii. 
Vornahlag /.mir niahi ohna lladaiikaii, iiliar 
gnt4iu Muthtm aiiigt^gungini, uin ho nialir, iil* 
Hiiit Jidiran don (laciiinkiiii Inn niir arwogaii liiil 
auf dam Oalnato dor piiritatltin IHHitriiiitiiilglint 
Zugamirianhiuig dar^niBtidlan ttiiil 741 vardffaiiilii 
Eli nut nil angt in dar Eitdatitiitg* ilks in « 


VI Von. 

scitBH und Abstiindo, wdclio fil 
lich Sind (mit der Ertalirung vc. 
leiten.“ 

Die erste dor boidon liiin \ 
gaben ist die AufstolUnig dor 
auf physikalische Thatsiudu*n iii 
ist die Integration dieser Diilor 
wendung auf deii eiui^olnon couc 
der Mathematik. 

Riemanu fiihrt.unn aun, % 
Galilei und Nowtou gtdegfc hnl 
entwickelt liaben, wio dio Aiiscdu 
schiedenen Zweigen dor inaihini 
der Gesetze durch Dillbrcintial^ 
wie die WisBonschait nonh zu dv 
Standpunkt NowtoirB 

5,Es ist Boit N<*wt<ui ki‘ 
schreibt er; „all© Vorsuclio^ tihn 
Innere der Natur m dringiiii 
Russ der spateren philoii»}dii»ali^ 
physikalisclien Literaiur gtdtiiiit' 
gehabt, die ursprimgliclui Auifaft 
und Inconseqiienzen in dieBiilbe 
Dass Rionianu selbnt iii: 
erkenntniss uber die Newton 


Vo r rode. 


St‘it \mwv Zeit isi last eia liallmH Jalirhuii 
iind clio Sac*lila|;!;<* ist tnna aiulen^ .lijinvonhai. 

Van Hiixlund lun*, voa \v<> mis var zweihui 
Lehri* von dor Ciravitatitm g'idvnimnoi! 

Ansrhauun,L( Bjthn ^ohroohon, dio, \\ciii*^st.ons 
nuhgon tlor Kloktriintiit, di^s Mai^notisnius uud dc‘ 
joinna lUtMiiaiursi'hmi Itloalo uahr lonnmt , w< 
in lk*/aig aid’ dit^ (iravilatitm Ins jnt/.t nooh iin 
ist din auf l*‘a radar's Anscdiaimngon lussondt' 
anH|4fd>nutfS tind jtd/.t fast all^onitdii anKmunnir 
KlidvtnnnagmdisniUH und dos Liahtt^s, durah d 
iuui|i:ini nitdd mtdir atis oinor unvormitiolton Fai 
darn aus oinmn S|iannungH/,UHtando dim tmigtdiin 
gtdinlcd wordon. llainl in Hand inii ctor Kni 
Tlamriis tlii^ griisHo KrmdHnnungsgidnoio aindi 
hofriodigoinlor Woisn orkliirt, isi ilia Krkmmtr 
Hat’lian und Hrsidunnungati gogangan, di«^ sin au 
baHiiitigt hahoiK und dit! dor niathaiiiatisidwii T' 
UfUtn* Aafgiilmn stolli. Wir hraucdifui iittr an 
von II, iltu’iz m i*riiinoru, dia otno so augini 
siiimnitng in dtni Ut^soi/.tni dor Ftirtpllmr/amg ^ 
kung inii ilor Ojitik orgoHon halioii. AHoh in i 
OH liior init oinor Anmdiiiiuing m tliun, din ii 
frininn gtioignot mt, tlor in iloii |dijsikitliHidioi 
Huelii, ids hlimso Darntidlung talor llostdiroilni 


VIII 


Vorrtule. 


Auch die mathemutischeu IliiliHtnil 
der partiellen DifierentialgloicluuiKon lial 
zehnten maiichen Zuwachs ei-halteii, ante 
hauptsachlicli auf lliemaiin’s KiiillusH 
gedelmteAnwoudung der fuTictuaKniUieofc 
heben mdchte. 

Wenu sich hiernach der Iiibnlt dor 
in den vierzig Jaliren, aeit lUeniaiin dii» 
Mai gehalten hat, so bodoutoiid vorilndo 
Frage, dass ein unveriindertor odor w 
jener Vorlesungen gar nicdit mebr ztsitgoni 
das Bnch mehr als bloss hiatoriHclion Woi 
68 seiner Zeit geweson ist, ein Ilaiidbu 
Physiker in leicht voratilndlicduir Konu «li 
Hulfsmittel bietid. Ms niusste also an 
bearbeitung gogangen werdon. Ihiboi oit 
gemesscn, die Jiosohriiiikung aiifzugoboti , 
einer Univeraitiltsvorlosung vorsobriob. Iti 
Ausgaben lindet sich nicshts iil»«r biloktr 
Der physikalisohe Btoff boatshrilnkt nieli ai 
citat und Hydn>dynaniik. Dies war un 
ala Riemann die Bchwero. die Klwktrio 
mns in einer andereti Vorlenung bcbiuo 
von Hattendorff ftir den Druok boarbei 

SIa riaTiiri IHfiiri lilM i»it 


Vo r r e d e. 


denen die behandelten Probleme entnommen si 
machen. Der Schwerpunkt liegt in cler mathenn 
lung der einzelnen Probleme. Es ist bei der 
selbstverstandlicbL, dass bei diesen Problemen n 
schrankte Auswahl getroffen werden konnte, w 
physikalischen besonders aiicb auf das matherc 
Gewicht gelegt ist. Umstiindliche Entwickelung 
rungsreclmungen, so sehr sie auch dem Physikei 
besserer und stronger Methoden nothwendig sei 
sie ohne besonderes mathematisches Interesse si 
mieden. 

Ebenso aber sind Eragen von nur mathema 
die dem Physiker allzu abstract erscheinen me 
schwierigen tiefer gehenden Untersuchungen ill 
der Losungen, nicht in den Kreis der Betrachtu 

Es entstand nun aber die Frage, ob es 
den ich bier dargelegt babe, dessen Durcbfiihr 
greifende Umarbeitung in alien Tbeilen nothi 
gereebtfertigt sei, das Work als Vorlesung Ri< 
zeiclmen. 

Ich bin mir wohl bewusst, dass icb in dei 
Verantwortung allein trage. Da aber nicht nu 
Ganzen in Riemann’s Weise beibehalten ist, s 
so viel in meinen Kraften stand, bemiiht gewese 
in Riemann’s Sinn und Geist fortzufiibren, 
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Bestimmte Iiitegralo. 

§. L 

Obi'ra unti untt^re Oriinzt*. 

Kh beileuta irginul tnne riuilliir Zabl 

a . . . 

ill eiullicher otlar uiuniillirhar Atimbl, jfiilcM?! 
a /Avischeii mm encllichon Zahlwertliciii iiiiigciscltlo! 

Wir wtelleu tlaiui tlcui Hatz an tUe Spit'/.c 
die Moiiga \H tune obara iitul aiiia iiiiiarn ( 

Kh siiul (lanuittn* /Avi*i Zaliltia A. II zu varhial 
(lia dcleinera A uialit gnlsnar, dia grrmstira // iiit 
irgiaul cdna dor Zahloa ist, wiihraitiL waaa w 
kloiuo poHitivo Zabl ini, mnvtdd zwinrhaii ^4 an 
a..uc’h zwimduui Ji uad ,// — m (aiit EitistdiliWH tl 
uad li) aooh Zahloa iuih 1 tnithaltiai Htnd. 




6 Erster Abscl 

Schwankung in einem noch so kleim 
Intervalle grosser als eine endlich 
aucli das Umgekehrte bewiesen, n 
einzelnen Punkte eines Intervalles s 
Intervalle stetig ist. 

§- 3. 

Bestimmte In 

Es sei 2 / = f(x) eine in dem 

(1) z/ = (a, 

stetige Function einer Variablen 
wir nun in Theilintervalle d, die alle 
liegen, so dass 

( 2 ) ^ = 2 ; 

ist. Eines dieser Theilintervalle 8 
Endpunkte oc, /3 bezeichnet. Ist | c 
Fig. 1. 



Bestimmte Integrale. 


§. 3. 


Der Beweis hierfur ergiebt sich aus folgendeu B 
Sind J., B die untere nnd obere Grenze von /( 
valle J, so folgt aus (2) und (3) 

A^<zS<zB^, 


und mithin, wenn ^ einen in. dem Intervalle ^ geb 
von X bedeutet, der der Bedingung 

A < f{S) < B 


geniigt; 


(4) S = J/ilHl). 

Es hat also S jedenfalls einen endlichen Wert' 
Sind ferner g, h die untere und obere Grenze 
dem Intervalle d, so ist 

(5) Bgd<z8c2h8. 


Wenn also 

D — h — g 

die Schwankung der Function im Intervalle d ist, 
Schwankungen der Summe S bei festgehaltenen d 
als 2JDd^ und wenn Q die obere Grenze von . 
grosser als G und sind also wegen der vorausges 
keit von f{x) bei unendlich abnehmendem d unend 
Wenn wir aber das Intervall 8 in kleinere Inte 
theilen und mit einen in d' gelegenen Wertb von 
so ist, wenn wir die Fornael (4) auf das Intervall 8 

= 8f(l), 

wo I in d liegt, und mitbin ist die dieser weitei 
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Es ist nun loit^ht zu sehen, class cl: 
gieich (Ion Inhalt F cler von der Cur 
dor Abscissnnaxcc bcsgrenzten Flilcho a 
fiir jedea 'riunlatiuik die Parallele mit > 
h(kdiHt(‘u Punkt dcsr Curve, so wire! H 
don tiofaton Punkt, SO wird S <C. F. 
wc'rth von »S mit F zuaammon. 

§• 4 . 

Erweiterung dos Integ 

Dio Btetigkeit dor Function /(oo) 
wir bisher vorauagoaetzt habon, ist fii 
dcs bostimmton Integrals niobt noth' 
und hinrcichondon Vorauasotzungen, d 
die Function /(.r) gemacht wordon m 
fostgc'atollt >). Wir fiihron hicsr nu 
IntogralbogriffciH auf, dio fiir die 
ktiit sind. 

1. Wonu dio Function /(*') nicdit 
sio HO boHchaffen aein, dasa jedc^s one 
Fig. 2. Function /i 

liche Anza 
filllt, in cl 
atotig iat, 
der Anniih< 



Erweiterung des Integralbegriff es. 


§. 4 . 

sammenstossenden Wertlie von f(x) werden (nacl 
Dirichlet eingefiihrten Bezeiclinung) mit 

/(c— 0) und /(c + 0) 

bezeichnet 1). Fur solche Falle wird das bestiramte 
Function /(ic) einfach durch die Form el erklart: 

T> e h 

(1) j f{x) dx — j f{x) dx dx, 

a C 

und diese Formel gilt natiirlich auch, wenn c kein I 
punkt ist. 

Wenn wir nach dieser Festsetzung ein Integ: 
anderlicher oberer Grenze x betrachten: 

(2) F(x) =1 ^f(x) dx a < ^ g 6, 

a 

SO ist F{x) selbst dann eiiie stetige Function von 
nicht stetig ist Denn ist 8 — (a, /J) irgend ein 1 
so ist die Schwankung von F{x) in diesem Intervalle 
die der Function 

X 

F(x) — F(k) = |/(«) dx CK ^x ■< 

a 

und diese Differenz, und also aucb ihre Schwankuni 
kleiner als gd^ wenn g grosser ist als der absolut g 
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h 

(3) F(x) = ^f(a;)d 

SO lange x > a ist, eine wohl definirte 
Es ist nun moglich, dass, wenn sicl 
i^(^) einer bestimmten Grrenze F(a) zu 
wir definitionsweise 

6 

W F(a) = j f{x) c 

a 

Wenn ein solcher bestimmter Grenz 
dann nennen wir das Integral (3) conve 
mit der Annaherung von x an a unendl 
stimmten Grenzwerth hat, dann heisst c 
diesem Falle wird dem Zeichen (4) keir 
Ein einfaches Kennzeichen der Cor 
folgendes : 

L Das Integral F{x) convergir 
tiver Exponent << 1 so be 

(x — affix) 
bei X — a in endlichen Gre 

Man darf aber nicht umgekehrt sc] 
solcher Exponent nicht existirt, das Int( 
Insbesondere lassen sich solche Falle, i: 


4. Erweiterung des Iiitegralbegriffes. 

X ^ 

Es ist aber 

c 

C d CO 1 c ~ a 

} X — a ^ X — a ' 

X 

was fiir x — a unendlich wird. 

Wenn die Function f{x) statt an der untere: 
der oberen Grenze b unendlich vidrd, so ist die 
nur dass man die Function 

a; 

F{x) — I /(a:) da: 

a 

mit der Annaherung von a; an & zu betrachten h£ 
Der Fall endlich, dass /(a;) in einem innerei 
Integrationsintervalles (a, b) unendlich wird, w 
Formel (1) auf die heiden soeben betrachteten , s 
zuruckgefuhrt. 

3. Wenn das Integral 

X 

F(x) — ^f{x)dx 

a 

mit unendlich wachsendem x einer bestimmten 
strebt, so setzen wir 

' CO 
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Hiernach ist die Bedeutung der Zei 

& +00 

^f{x)dx, I /(a 

— CO — 00 

gleichzeitig mit erklart. Hier gilt das f 
die Convergenz: 

III. Das Integral convergirt 
ein Exponent > 1 finden 1 

x^f{x) 

fiir 0? = 00 in endlichen Gre 

Auch dieses Kriterium ist nicht umk 
senders die Falle von Bedeutung, in dein 
aufhorlich ihr Vorzeichen wechselt, et^ 
seken Functionen sin^r, cosic, 

Man unterscheidet bedingt conve] 
convergente Integrale und nennt unb 
grale solche, bei denen die Convergenz 
Function f{x') uberall durcb ihren absol 
Bei den bedingt convergenten Integra 
Convergenz wesentlich darauf, dass sich 
tiven Bestandtheile, deren jeder fiir si( 
stimmter Weise gegenseitig aufbeben. 

Als nothwendige und hinreichende 
vergenz ist Folgendes zu bemerken: 

IV. Das Integral 


Der erate Mittelwerthsatz. 


§. 5. 

§. 5. 

Der erste Mittelwerthsatz. 

Bedeutet a^, a^, . ■ ci„ eine Reihe positiver Zal 
hi, 1h, . . .,}i„ eine zweite Reihe beliebiger Zahlen , 
Summe 

^ =r hi di -f- CI 2 ‘ ‘ hn dn 

vergrossert, wenn man die silmintlichen h dutch 
unter ihnen, tr, und verkleinert, wenn man sie dutch 
g, ersetzt; es ist also 

g (chi (hi, ' ' ’ ^n) G(ai -j- • 

und wenn man also 

(1) A = in (<Zi -1- 02 • • ■ a„) 

setzt, so ist m ein Mittelwerth unter den verschiedt 
von h, d. h. m genugt der Ungleichung 

(2) g < m < G, 

und das Zeichen <; wiirde nur dann dutch das Glei' 
zu ersetzen sein, wenn alle h und folglich auch . 
ander gleich sind. 

Die Formel (1) gilt natiirlich ebenso, wenn die 
alle negativ sind. 

Dieser Satz lasst sich auf die das bestin 
definirende Summe anwenden und giebt dann folge 


14 


Erster ",Abs 


wird, uud dor (jlreuzubcrgiing zu \ 
l*\)rmol 

('4) I <p{,v)‘4){.r)dx — • 

a 

llierin ist, um das Gesagte zu 
tion, di<' iu clcvn Intervallo (a, b) m 
unstotig sein kaim. ist eine 

und ^ ist mi im Allgonieinen nicl 
Intervallo z/. 

Natlirlich gilt die Fennel ebc 
nicht positiv wird; imd worm di 
sollte, so tritt an Stelle von 
dor imteren und obereu Grenze d 
Die Formal (4) nennen wir 
Fiinon Bpeeiellcm Fall da, von erlia 
annelmien: 

h 

(r.) |/O0<^^' 

§• ' 

Der zwoite Mi' 

Dcr z'Wtdte Mittelwerthsatz I 
gralo, in denen die integrirto Fui 

Ek HAi also 


Der zweite M ittelwerthsatz. 


§. 6 . 

Nuti theilen wir das Intervall z/ in Theilinter- 
indem wir die Punkte 

06o, 0^25 . . CC.yi 

in dieser Grossenfolge annehmen, und dabei 

(3) Wo = Wn = 1^-, cii — = 8^ 

setzen. Dann ist nacb dem ersten Mittelwerthsatze 

tx . 

I 

(4) Fipii) — Ficci^i) = ^<p(x)dx = 9)(|i)6 

“i-i 

wenn I,- ein Mittelwerth in dem Intervalle d,- ist. Dies 
multipliciren wir nun mit ^(1,) und bilden die Sum; 

= ^(^0 [-FCocx) - i^(«o)] 
H" — -^^(“ 1 )] 

+ [^(«») — 

Oder, wenn man die Olieder dieser Summe anders ai 
F(cco) = F(a), F(a„) = F{b) setzt: 

( 5 ) Uip(^i)t(^i)b'i F(k,) [ip a,) — ipd^)] 

4- F(a,) + 

-j- (in^ 

■ ■ + ipan)F(b)- ip(i,)F(a). 

Nun haben nach der Voraussetzung die Differen 



Erster I 
6 

(7) j 9(^) 

a 

= t(b)F(b) — i^{a)F( 
Ueber die Stetigkeit der I 
gesetzt. Es konnen sogar une 
kommen, wenn nur die Bedin 
wachsendem x nicht wacbst oc 
der Formel (7), wie die Ableit 
^ (a 4“ 0) und (b — 0) unter 
Aucb die Function cp {x\ di 
haben, kann Stetigkeitsunterbrec 
was aber fiir die Anwendunge 
und daher bier nicbt weiter ve 
Mit Benutzung der Relatioi 
I 

F{i)-F{a) = ^q>{x)dx, 


konnen wir schliesslich dem zwei 
Gestalt geben: 

h a 

(^) I ^{oo)'\l){x)dx = I 

a a 

Oder auch 


fQ\ 


f 


/»!• I /v» \ /7 


f 




Bedingt convergirende Integrale. 


. 7 . 


1st 

X 

j" <p (sn) d X 

a 

eine Function von x, die mit unendlict 
dem X in endlicheu Grenzen bleibt, unc 
Function, die von einem bestimmten 
standig abnimmt und sich dabei mit 

wachsendem x der Grenze Null nahert, 

00 

j 9 (x) j/j (x) d X 
a 

convergent. 

Die Voraussetzung iiber die Function involv 
bemerkt, nicht die Convergenz des Integrals 

00 

I q>(x)d X. 

a 


Der Beweis ergiebt sich aus dem Kriterium §. 4, I 
dem zweiten Mittelwertbsatze. Danacb ist namlich 


J (p(x)ilj (x) dx — 

h 



und man sieht, dass diese Grosse kleiner gemacht v 
als eine beliebig kleine Grosse m, wenn b und c { 
als eine hinlanalicli grosse Zabl n. 
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convergent. Beachtet mai 

das Kriterium §. 4, L, so 

00 

r 

J 

0 

das erste convergirt, so 
so lange a zwisclien 0 un 


Stetigkeit eines be 
ein 

Wenn in einem besti 

( 1 ) 

die unter dem Integralzei 
von einer zweiten Variab’ 
abhangt, so ist das Integra 
Es gilt dann der Satz: 

1. Wenn f {x^y) e 
Variablen y 
tion von y. 

Denn ist die Schwan 


§• 8 . 


Stetigkeit eines bestiiamtea Integra 


Integrationsintervalle. positiv is 
Integral 

(3) ^xl}(x)dx 

a 

convergirt, und wenn 9(.r,y) ii 
Grenzen bleibt und fiir endlicho x 
Function von x, y ist. 


Denn setzt man 


}> tij 

^{y) = ^ii,(x)(p(x,y)dx -f J 


so kann man zunachst h von y uiiabhangifi 
nehmen, dass das Integral 

00 

I dx 

b 

und folglich auch 

cc 

I ii)(x) (p(x,y) dx 
1 ) 


kleiner wird als eine beliobig kloine Grosso 
ist auch, wahrend y ein Intervall S durtihliiuft, d 
dieses Integrals kleiner als 1/2 m, und dann kann 
dem Satze 1 . das Intervall d so kloin annohmon. 
Schwankung des Integrals 

h 
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CO 03 

^'il){x)fp{x,y)dx \'iIj(x)\ dx 


und kann durcli ein von y nnabhangiges, hinlanglich grosses & 
beliebig klein gemacht werden. 


Stetigkeit eines Integrals bei bedingter Convergenz. 


Wir wenden den zweiten Mittehverthsatz an zum Beweise 
eines wichtigen Satzes liber die Stetigkeit eines bestimmten 
Integrals : 

Ist cp{x) eine endliclie Function von der Be- 
schaffenbeit, dass das Integral 


cp(x)dx 


convergirt, ^^(x) eine stetige Function, die von 
einem bestimnaten x an fortwahrend abnimmt 
und sicb mit unendiich wachsendem x dor 
Grenze Null nabert, do eine Variable, die sicli 
von positiven Wertben der Grenze Null nabert, 
so ist 


lim 1 (p(x) il) (ax) dx = (0) cp(x)dc 

«=o J J 


Es ist namlicb nacb dem zweiten Mittelwerthsatze 


c 

j* ^{x) dx 

O' 

^ ^ ^ e . 

— I fp{x:)'’P{cix)dx ijj(Dib) ^ g3(x)clx ■^(Kc){cp{x)dx 


und fiir c = co 


a c^b 


, U i; 

q} (x) Ip ( k x) d X = I <p(x)^(ocx)dx -f- ip (ab) j (p(x) dx 


h < I, 


§. 9. Stetig'keit eines Iutef>’ralw bei ])etlin|jftor (buivori- ( mi.'.. 


'JA 


ferner 


und daraus 


CO " (/) 

^(p(x)dx = j cp{x)d:v - )- j ci){,v)(Lv^ 

a a ft 

00 X 

j" 9 (:>;) 4> {oar) d.v ■ ■ i< (U) j rp {.,•) tl .i- 


^ #. 

= jtp (a;) [i/t (ax) — Ip (0)1 d it; -j- 4’ (a />) j (./•)(/.(■ (/'(Ui <f,(.ri(/.r. 


Daraus lasst sich zeigou, dass tnan « sti nalic an Null au- 
nelimen kann, class die linko Hoita (lic.scu- (iliuckuug, ilic- vi.ii A 
gar niclit abliaiigt, boliohig klciii wii-cl 

Daig(c«6) inimor unter uiuor oiullirhuu (Iroiizc blcibt, wi katm 
man zunachst nach der iibor (p(.f!) gcuiiacclituu VciruuHNct/.uiig /», 
von a unabbiingig, so gross ammlnnoii, class 
«■ 

4>(ah) (p(:r:)d;r, - - i/-(()) j (p{x)d.t: 

!> i, 

beliebig klein wircl. 1st clii'S gc'sc'.huhcut, so kauii lunii « s.. klmii 
machen, class clio DilTorcucz 


fiir jedes x zwisclien a mid l> unci folglioli aiich das Inlagral 

h 

j 9 (••<•) V'lOj] il.r 


beliebig klein wircl Daniit ist dor vorlaiigto Ilcnvi-is gnlulirt. 

Der am bauligstcn angciwandto spc-oicdbc t-'aH di„«,.H Saiz..„ 
ist der, wo 4>(x)~or'''- ist, und danu builot unsm- Sat/. 


00 

liin j 
0 J 

a 



wobei nur die Voraussotziing zii niacdum ist. 
gral recbter Hand cionvergirt. 


4hhh duH lnt»‘ 
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§. 10 . 

Differentiation eines Integrals nach einem Parameter. 

Die Satze des vorigen Paragraplien geben uns ein Mittel 
zur Dillerentiatioii eines bestiinmten Integrals. Wir stlitzen uns 
dabei auf den Fundamentalsatz der Differentialreclmung, class, 
wenn (p{y) eine Function von y ist, deren Differentialquotient (p'(y) 
eine stetige Function von y ist, fiir ein beliebiges A, soweit die 
vorausgesetzte Stetigkeit besteht, die Formel gilt 

(I) = 

worin d' ein positiver ecliter Bruch ist. 

Es sei nun <p(oG^y) eine Function von der Eigenscliaft, dasB 
der Differentialquotient 

^ = *(«■!/) 

eine stetige Function von x und y ist, die zwischen endliclieii 
Grenzen eingeschlossen ist, und '^{x) wie friilier eine Function, 
fiir die das Integral 

j ilj{x)dx 


unbedingt convergirt. 
Ist dann 


® (2/) = j ^ (*) 9 (■*> y) * > 


so folgt 

0 (y - 0 (y) ^ y(,r,?/4-;0 — ^ 

a 

und nach (1) 


wenn wir nun h gegen Null convergiren lassen und von dotn 
Sclilussverfahren des §. 8 Gebrauch machen, so folgt 


^^0/) _ . 7 .. 


Vertaus cluing der Iiitegraiioii Hfulgc. 


§. 11 . 

Man erliiilt also untor don gomuclit(Mi Vor- 
aussetzungeix den Din’orciitialijuotientou tlt*r 
clurch (2) defiiiirtou Func'tiou iudfiu iiiun 

iintei’ clem Integralzeio h on nacli y difrorcniliirt. 

Als specieller Fall ist liioriu dor diw ondlicdum 
enthalten. Man hat nur zwistdnm a nnd h gledi^h I uiid 

zwischen b nnd oo gleich 0 aiizuneliinon. Danu (srgii'hi sitdi dor 
DifFerentialquotient der Function 

h 

(4) </>(//) — j* gj (.)•,;//) fix 

a 

in der Form 

y 

(i 

und die einzige hierbei zu iHuolioiulu VorauKKidzutig ist dir, ilass 
der nach y genomineno DilToreutial([Uoticnt von (p (./\ //) rim* 
stetige Function von x und ?/ Hui. 



§. 11 . 


Vertauschung dev In tegrutionsro Igis 


Durcb die Unakohnutg der Siltzr. des vorigrn runigrajilirn 
gelangen wir zu der Integration Gincss lu'stimmtrn Intrgnils imrU 
einem Parameter. 

Es sei, wie bishei', vorausgcHctzt, (bwH cbiK Integral 

( 1 ) 

unbedingt convergire. Es soi fovnsr ^ oinr in emlliohen 
Grenzen eingeschlosseno stetige Function von x uml y \ind 

9 >(«, 2 /) = j li:J\y)dy, 

und folglicb, wenn a, /3 zwoi ondlicbc Wi'rtlio nind, 



( 2 ) 


g) {x, ft) — cp j (,r, y) d y. 


Nun kann man die Gleichm.g (;() ,U,h vorig.-n Pam- 
graphen 


AbHcliuiti. 


§.11, 


dy .1 .1 

it 

zwischon ilcii (Jmizi'u a und (i inlrf^rirt'ii uml I'rliillt links 

(JO 

I i/'Ol 

a 

odor wogtni (2) 

Cl) j ip{.r)(L>' I I I ‘hi- 

(( ft »« ** 

Noliimin wii' an, djiss I’iir uUa iii Hflruchl koinmcnden 
VVortko von .c (kw Inlogral 


('O 


tf} 

x(-'\!/) ‘hi 


(louvcrgoni Kci, und '/.war ho, dass das Inlfgral (1) uuti'r oiiie 
Ixdiobig gogolxMU' (In-nzi^ luTuiilorsinkt, wi-im « iiliiT ('inm von 
a: unaldiilugigon, liiiililiiglich grossi-u Wortlm liogt , so folgt aus 
dou SktigkoitHHilizivn dcs 1?. H 

m .«» V 

ff)) I Ip (x) d X I X (x, y )il ii ■ ' j (/ y j 1 1 <■ i ): ( '•. ;/) d ■>' , 

*1 it ** ’* 

und dioHC Furmol gilt aiu’.h luich tluriu, wn.nu tins Integral (4) 
filr ^r; rr- oo tulur eiiuui umlnnnt lifHtiudnrtni Wt*rlli von ^ zu 
(‘onvorgircui aufhnri, wcuui i*s utir niit tlt*r AiuuLhfruug von :v an 
dioBuu Wurth (*inon (‘mllirlu'n Worth nirht iilirr^dinnltd und die 
unhcMlingio Oonvurgntr/ th‘H luiogralH 1 1) lontgohnlton wird. 

AIh Specialfall ist atU’h hior dit' VortnuHohlnirkoit dor Inte- 
gratiounfolgt^. btd (uidlioluni (huur/.tui in lUt^hou Silt/.i-u onthalten, 
(lio Budi in (h‘r Forimd auBdrurkt: 

t. ;/ / 

f 0 j (/ X j X (•'■• .'/) d y j '0'/ 1 <i: ( < . y i d x. 

(t u (« « 

Wir wollon un(‘.h (dnon zwritrn Sat/, hhor div Ihukcdiriing 
dor Intogrutionsfolgo ahhdton. 

Kb mi cdno Kuiudinu, tUo tnr puHitivo j\ ii nur positive 

odor wonigHtonH koine negativeu Weritn* nunimmt und cdnon miV 
liohon (tron/Wfudh nirht iihurHifdgt. Ibunu !nit dan lutt‘grRl 


Vertausohung dor liitogratiouHrolgf. 


§. 11 . 


X V 

I doc [/(«,/3) d(i =. .l<\Ay) 

0 0 

fiir iecles positive x,y eiiicn Lcstiiinutou eiuUic.hon Worth, .jor 
sowohl mit wachsentlem x als mit wiiohso.iiaoni // ziimmiiit. (n.loi 
wenigstens nicht abniinmt). Weim mm (li(^ hmiclion /'(.r,i/) 
liber alle Grenzen wiiclist, so bat sio oino oboro (irony, c / , «ml 
wir kormen ein Zalilenpaar «, l> so btistiimnon, <lass .lor biitor- 
schied^— kleinor ist als ohie boliobig gogob.mo (iimss.-w. 
Der Unterscliied JL — I'’ (*.?/) 

CO sein, wenn x a, y ^ l> ist, mul os lolgt dai.ius. d.iss .1 . > i 
Grenzwertb von ist, wcim .r un.l y irgon.lwi.' ins bn- 

endliclie wachseii. 

Wenn das Integral 


(7) ^ doc ^/(cc,li) dft 

0 'i 

convergirt, so ist die Voraussetaung tlii'HOS Sat/-cm indiillt iunl 
folgt, dass der Werth dieses Integrals, d(‘n luun a.us er 

halt, wenn man zuerst y nnd dann ,r ins Uneudlit’lH' w:u’hNtni 
lasst, gleicli ^ ist. Dcnisellxai (Jnmzwiad.li erhiill man nl^rr anrh, 
wenn man x^y irgciulwio junUn’s, z. U. in lungeki'hrtrr Uidhru« 
folge, ins Unendliclio goheu lilsst. 

Der Beweis dieses Satzes heruht, wi(‘. man sir-lii, wi‘Neullieli 
darauf, dass das Integral 


(B) 


j da j /(a,/j) dli 
0 0 


>1 h 

d K j J'(oc,ii) U ji, 

U tl 


was aus lauter positiven Elenuniton bestelil, fur hinliingUrU grujvG- 
a, h nnter jede gegeliene Grenzti co In'runter sinki, imd hd, 
wenn /(x^y) nicht negativ wird, <‘.ine Kelge der Eenvm’geu/ vuii 
(7). Diese Eigenscluift dcs Iut(‘gralH (8) hhuht iihcn* tndiahen, 
wenn f{x^y) der absolute Worth einer Einuditm cpix.y) i^4 , dn* 
das Zeichen wechsolt, woiiu f(ocji) in (H) dwvvh 
wird. Wenn wir also nnter absoluter thuivergiuiz «-inr Nuh’he 
verstelien, die bestcheu hloil)t, wenn tins lnt.t»gralit»mHrl<mn‘nt 
durchweg duroh seiiu!!! absolutcm Werth (‘rset/.t wird, sa Imtnnf 
wir den Satz: 
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§. 12 . 


Wenn von den beiden Integralen 

CO 00 00 03 

\ da { (p d 1 rf /3 1 y (c6, /3) d a 
0 0 0 0 

das eine absoliit convergirt, so convergirt auch 
das anclere, und beide liaben denselben Werth. 

Selbstverstandlich konnen fiir die imteren Grenzen 0 auch 
beliebige andere constante Grenzen gesetzt werden. 


§. 12 . 

Berechnung bestimmter Integrale. Erstes Beispiel. 

Die Vertauschung der Integrationsfolge ist haufig das Mittel 
zur Werthbestimmung bestimmter Integrale, die sich nicht aus 
dem unbestimmten Integrale ableiten laasen. Wir betrachten 
einige Beispiele, die wir so answahlen, dass sie nns spater riitz- 
licli sind. 


Das Integral 



ist convergent und hat einen bestimmten positiven Werth C, 
Substituiren wir darin 

^ ds = xdy 

und verstehen unter x eine positive Constante, unter y die neuo 
Integrationsvariable, so folgt 



Hier multipliciren wir nun mit e~^^dx und integriren noch 
eininal in Bezug auf x von 0 bis qo . Dadurch ergieht sicli, 
wenn man in (1) durch x ersetzt: 

00 CO 

0 ^ — I e"®* « d a; j" e c? j/, 

0 (i 

und da hier nun die Bedingungen fiir die Umkehrbarkeit der 
Integrationsfolge erfiillt sind: 


jreolinuiig bostimintor IiitegniUi. 




Nun ist 
lunachst 


ind sodann 


die Integi'ation iinbcstiimnt iuisCiilu'bai . I-*' 

r» I 


00 

f y ^ ^ 

J 2 (! + !/•■') " 4’ 

0 

und folglich, wenn man die Wurzel zioht: 

(2) C= Vi 


Hieraus 


folgt auch dor Worth doH IntognilH 


-t- oo 


Ist ;p eine positive, q oiuc bolicbige reello lb)UHt.uutf, su Unnii 
man in diescm Integralo dio SubBtitpUtion 


macheu und erluilt: 


VV-l-;,. 


■:n 


,i 1 

i 






'! 


Ein anderes bemerkenswerthea Integral orliulten wir 
auf folgende Weise: Wciin man in dcin Ititograle 


V^tJ 


die Substitution macht 


dx? “ 1 




worin q eine x^ositive (Irdssc ist, und a von bin m g«‘hi, ho 
erhalt man 


Abac’linitt. 




t -f 1% f>(- -jr-iff 

[^7t. } ' l/nV 1 fX'Z 


V7t. j 
Ty 


\7t ,! 


Im zwM'itcu lutogralo sul)stituir(i 


llUlll 




1 

a 


d 


a- 


- da. 


sc. class K, (lio (irtnizoii yj q uial 0 crliiLlt. Hotel man dami wiod 
K iui HUsllo vou «(, so orgiulit sioh 


odor oudlioli 

(<i) 


2 

iit 



da — 1 , 



V‘ 

“%c!« =r- n 




Dio Koriiicl (r>j liissl sio.h iiocli aul' <iino aiidoro Weiso vc 

allgomoiuoni. Man orliiLlt iiiLndidi duroli die Hid)stitutioii s\ 
I'iif 




2 7 «’ 


uud dies liisst sioli lio.Hchig oil, in Ilc'zng juif a di IToronUirc 
Hotel ninu ilann wiodor ho Iblgt fur jedos ganzo ])OHitivo 



D 


ZwintcB r>cuH])i ul, 

AIh zwi'iti'H IbuHpiiil wollt'.H wir das l^oiraolitcui 

(I 

( 1 ) /I — siuy/ 

u 

worin a oina ponitiva (/ouHtaiitcj sain soil. Ms 'ist abcir, wia sii 
durah inuniU(dl)ar(‘ lutt‘p;ra.ti()u fiir jodas positiva y 


y 


Zw cites l^oi spiel. 


md wenn wir dies in A einsetzen: 


OJ 

J. = j* sin u dy j 
6 ^ 

)der nach Umkeliruiig dor Intcgratioiisrolgc : 

r/j ff> 

^2) ' J. — j /lx j a .sill// (///. 

e i) 

Es ergiebt sich aber durch niffcroiitiaUun 

J- (cos// + « sin //) -- - (1 I •'■-) ' '' H- 

dy 

und hieraus durch Integration nacli •//: 


c ‘"'sin?///// — J ..j. ,.a ■ 


Es folgt also 


J i •“I™ 


arccotg ?• , 


wenn arccotg « zwiseben 0 und ^ gonuniinnn ist. Alsu Inil.un 
wir das Integral 

( 4 ) j" e""' sin?/ r--: arccotg <. 

6 

Ist h eino positive CouKtaiite, so kann niau in (4) // durrh 
hy ersetzen, und weini man noch " a Hotzt, mij 

00 I 

(5) I* sin ^ — are cotp; are tug , 

0 

und diese Formcl bleibt aueU fiir negative h ritdiiig, wenn 

arc tng zwischen — ^ und -I - ^ genonuntui wirtl. 

Da das Integral, wie in 7 gozeigt ist, noeli (amvergeut 
bleibt, wenn a — Q wird, so kiinnen wir Heinen Worth uitrh thou 
Satze des §, 9 bestimmen, und orhalion: 

f/j , 

r am/;// . 7t 


, y ■ ■■ 2 


( 6 ) 


30 


Krstcr Alistchiiitt. 


§• U. 

Dieso Formcl ini. nur riflitiff, wciui h positiv ist. l<’i\r jfi—Q 
ist (lio linko Scito — 0 uiul orgi(^l)t I'iir nogiitivu h doii tMitgogen- 

gesctztcii Worth Duh liitogrul solhst ist also cine l)ei 

Z) = 0 niistotigo Function von h. 


Drittos Iii>isiiiol. 

Kin in Anwoudungc.ii iiftor vorkomnicndcs Integral erhiilt 
man ana dor ohou achon honutzton Konmd 


ily 

I 


jr 

•) 


diirch dtci iSulmtitntion 
A 


(go), 




.1 a 


II COM'-* (i) ’ 


y 

worin yl, Jl positive tknisUuitcn sind. I>io IntogriitiouKgronzon 
I'iir CO aind 0 und »•, so dass man crliiilfc 


(i) 


(I (0 

A '^ u) ■ I Cl? 


7t 

2/1 //* 


Setsst man woiter 
HO folgfc (larauB 

ff 
2 

(2) I 


/l'^’ 




/13 h\ 


<1 


d iO _ ST 

Cl) 2 n [ 1/^" 


worin a und + ty^ ponitiv ini, 

Iliorin kaim man auf der liukcai Sento dm Zc;rlogun|^ an- 
wemdon 

r-* (a /)mu)hci)) (a ■ h iemm) 

2a 11^ 

a“ 1/'^ coH'”^ CO a i /? / tton a? ^ a h i tM)H to 


14 . 


Drittos l^oiapiol. 


ill 




^orin = y — 1 ist, iind erluUt: 

- ^ a 

f dm _ J_ f , 1_ _! f 

J a* -1- cos2 ® 2 o J a -I-- h i cok ct 'la j a — l> i '-‘'h 

Das letzte dieser Intcgralc orgiobt diindi die Substitution 


t — ct> fur 03 , 

7t 




7T 

d 03 r 

- bico^ix) ' j a 

rc 

2 


d m 

I) i cos a 


and daiiach lassen sicli dio boidcn Intogralo uuf (bu- rocbtiMi 
Seite von (3) durcli eiu einzigcs zwischou don (inuiztui 0 und .t 
srsetzen. Man erbiilt so 


(4) 


7t 

(’ ^ ^ 

J a + iicoBOi yj?r^j 7/^ 


In dieser Formol, in (hw dio Q.uadratwurzol j b'- |u)sitiv 
ist, ist dann a cine beliebigo positive (lotistaniis wiihrend b 
sowohl positiv als negativ soiii kann ((^s kbiinte sugar iirgniiv 
sein, wenn nur a‘^ --I ' positiv bloil)!). 



Zwt*itfr Mjsfluiit t. 


Dor Fourior'solxu Lehrsatz. 




Das Diri(’,hh‘l‘H('hf* IntatO'al. 


Das iin v<. [i\ ahiL^i'laitt'tt* 


(I) 


sin j f/ 


!l 


dy 


iVu* 


ist oiii H|H*(vu^Ucr Kail nijM's srhr , von Diriclilct 

zuorst bnstiuuutnu lnin|jjrnlH, wnlrjirs htnnrr mamii^fat'hnu Aii- 
wonduugtni wt*f^nn van grassier Wirhiigluni Znr AbUutuiig 

(linsi'H Intngmls wollnu wir Jnl/.t iihrrg^dinn. Wtaui wir untor ft 
cine l)t‘liol»iga posit iv(‘ (Jn’issct varstidnan so ist. das Integral 

h 

r sin k u 
1 k 


h 


dk 


wolchas far a t), ^ r: in das Integral {tj iihorgaht, fiir 

boiicl)ig(‘ Gnnn'.an zu untiTHUtdnan Wir kumuni dm Wertli 
zwar iiicht allgnnnnn hrstimmaiu wuld aluT srinon Grmzwurtli 
fiir (‘in unc^ndliidi wai’hmaidt'H /i. Woim wir narulirh uiitnr dem 
Integralzt‘idu‘n eims innin Vurialdr s idnluhrm, bu er- 

halton wir 


/. I ' d.r. 


Wcnin nun a und b pnsitiv mud, so niUiort nich dirn Integral 
mit uneudlicdi wiudiHnndiau p wcgtai drr ('unvargiar/. d(?B lute- 



15. 


Das Dirichlet’sche Integral. 


ils (1) der Grrenze 0. 1st aber a — 0 und h positiv, m erhalt 
den Grenzwerth 5r/2. Wir erlialton also das orste Uosultat: 

lira f — — c? A — 0 0 -C a <C hj 

fl — coj A 
a 

lim = * 0</,. 

^r=:00' J A J 

0 

Aus der Formel 

a a ,u 

sin A a , , f sin u: , 

- > "=j * 

0 



nnen wir auf den folgenden, etwas allgoineincron Satz schliusHnu : 
Es ist 

lim 


:nn ft ins Unendliche wiichst und gloinhzcutif' a ho muuidlifh 
3in wird, dass aft noch unendlich gross -wird. Man crn-ic.id 

_ X 

38 z. B. dadurcli, dass man a r~. fi “ juinimmt. 

Die Formeln I. golton iiborluuipt ancli daiiti, woiiii a und h 
t ft variabel sind, vorausgosotzt mir, dnsK aft und lift mil ft 
gleich unendlich werdoii. 

Es sei nun ij(u;) oino Function, die in do.m Intorviillf {a, />} 
3 folgenden Bedingungon orfiillt: 

1. ipix) bleibt in ondlichon G-ronzon, 


2. 7p(x) ist in dom Ijitcrviillo mit wacliKondom ./■ 
nicht waclisond odor nicht abnolunond ‘j. 

Wir suchen das Integral 


i>(X) dX, 


') Fiir die Anwendungon wiirdo ob goniiginipditt Kumsliiui nlutig 
lunehmen. Die BoweiHO sind ul.or olieiiKo finfiitdi tihtie-. tliiw V.inniB- 
zung zu fuhroii, wenn man noeh liedenkt, diiHH imt-.h dmi Hatzi.ii vmi 
emaan (vgl. §. 4, Arnn.) die Function ./.(,,■) untcr den V<irttu«B..t/.unK>-Ji 
2. mmer mtegrirbar ist, und dtiHs daH Product zwoicr intogrirt.an'r 
notionen glcicIiMls integrirliar ist. 

aiomann-'WoTior, I'artieUo nUTDrunlliilghilolmuBi'n, ,, 
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Z\vi‘itor AliKchnitt. 


§• 16 , 


Oder violinelir dt'sni'H (h-eiizworih iVu- ciii iim'udlit-li wachsen- 
dcs fi. Ilier kiiiuu'ii wlr zwidti'ii Miltrlwfrtlisatz anwonden 
iind ('i-hiilt(‘n, iiulem wir '/,wi«clu'ii d uiid fi fine iidcli unbostinmte 
GrosHO n eiiist'.hioht'U und xiutcr $, »/ MiUfhvinlhc. 

0 ■ ^ ■ " • >i ■ 

voryti‘.h(‘U : 


( 2 ) 


it 



i l««i - 



!/'((£ ) ^ ^ 


si II Aft 


(/A 


!/-(//) 


sin Aft 


(/A, 


woriu btu etwiiiKor llimtotiKkiut iiuIit </'((!) in diir orsten 

Forinol t/«( | d), und ludtjr V'(/0 in dor zweiten 

4'(«H -d), tfi(6 — d) zu vcratiduHi ist. 

Wonn wir zuniudist in dor zwidlon diosor Konuolii ft liei 
ro.sfcj'tshaltouom ft uiiontnioh wordtni htsson, Hti orKiolit, sioh iiiicli Li 


III 


Urn t (A) (I A -- (t, 
/I J ^ 


0 a <:Z If* 


Lasat man aber it init unondliob watdiHondi'u ft nnoudlich klein, 
aft abor noch unondliob gmss wordon, so winl in dor erstsii 
Formol if' (a) ■— unondlioli kb'in, umi tins Intogral 

fnitiAu 

A 


wil'd jodonfaUK nichfc unondliob, wonn man auob Koinon gonauen 
Gronzworth wagon doa luibokantitou ^ niobt angobon kann, 
Dio boidon Intogralo mit dor Grouzo tj in tlor zwoiton Formel (2) 
wordon nacb I. niit unondliob waobHiuidoiii ft unondlitili kloin, 
Addirt inau alao dio boidon Korinoln (2) und goht dann zur 
Gronzo ft r— oa iibor, an bdgt nUH II.: 

IV. lim f i/'fA) f/A " i/'l I d). 

,11 MEaa J A * 

(I 


Da hicr clia n!cht(‘ Stutc‘ v<m // f^unz int, ho folgt 

auch wieder die Formel IIL auH IV, 


16 . 


VcrallgcmeinerungGiL 


§. 16 . 

V er all g eni 0 i 11 0 r 11 n g 0 n. 

Die Siitze lassen sicli von don gcnuioliton Voniussotzungini 
3 ilweise befreien: 

1 . Wenn die Function an dor olionni Gnujzo b di‘H 

Intervalles nnendlicli wird, jedocb ho, dans das Iidngral 

h 

) j (^0 

a 

convergent ist, so bleibon die Fonneln III. und IV. giiliig. 

Denn zunachst sind diese Formelu zwoifolloH anwondhnr auf 
,s Intervall ( 0 , h — f), und wcnn sich nun bcwniHon lilsst, da.sH 
,8 Integral 

” 7 ^ dx 

/j— 6 

i hinliinglich verkleincrtcm s fiir jodc'H (i cinoii uiK'iiillicli 
3inen Beitrag m dcm gaiizcn Infcogralc. lic.forfc, so lulgl. die 
chtigkeit der Formoln in dcm urspriinglic.licn Itdicrvulic. 

Nach der Voraussetzung, dass ip(:r) nic.ht waidiHiui odiT iiiidit 
nehmen und dock uiiondlich wordou soil, kiinncii vvir zimilidist 
so klein annelimen, dasa ■ip(:fj) im Intcrvallo (/; • •<, i) kciJii' 
lichenanderung mohr orleidot, also otwa positiv hli'iht. Da 
er sing. A ein ocliter Bruch ist, so ist im Inhn’Vallu (/j t, t,} 

sin (li. I 

id mithin, dem absoluten Wortlio luicli, 

j ^(A) (IX a j" i>(X)(n, 

■ I,™. 

id dies wird wegen der vorausgesetzton Oonvorgonz dcs Intc- 
■als (1) mit e zugleich nnendlicli klein. 

Weiches gilt fiir die Formel IIL, wonn fiir 

8* 


x ' a so 
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unendlicli wird, (lass clio Convergonz des Integrals (1) nicht 
aufhdrt. 

2. Die Siitze IIL und IV. gclton luudi daini noedi, weim das 
Interviill (0, b) in eine eudlitilie Aiizahl voii Thcnlinter- 
vallon zorfilllt, in doreii jodom einzclu durcdi die Func- 
tion 'll) {a') die V oraussotziing lb, L, 2., bolVicdigt ist, 

Uin dies cunzuaoben, braucht niau nur die Formoln III, 
(xbr IV. auf jodes dor Theilintcrvalle anzuwcnden, in demon ik 
Voraussetzungon diescjr For mein erfiillt sind, und dit‘ erhalteneii 
Rcsultato zu addiron. 

Dasselbo gilt, wonn dio Function an ciner odor meUreren 
Stellon dos Intorvalls uiiondlich wird, weun niir di(^ Function in 
dem Intorvalle integrirbar bloibt. 

3, Eraetzen wir untcr dom Integralzeiclion in dor FormolIV, 
di(^ Variable X durcdi — A, so folgt 

lirn ft (-A) dX r--. J t(-( '>), 

eo J A Z 

und wonn wir, was nur (une veriindtn’to Ibrzeichming iat, 
Ip (—a?) (lurch i}(iv) orHotzou: 

(I 

C’i) lini f t (A) dX zr- t(— «)• 

jU ^ ^ -« 

Ilionmch lusson aioh dio Formcln III. uutl IV. auoh auf 
uogativo Werthe dor (Ironsscin auHdolinoii, niid wonn wir dies 
alloB zusammonraBflon, ao orliulton wir dio folgoiulo allgonieine 
Fassung doa Satzea von Diriohlot: 

V. Ks 8oi t(a‘) oino Function von ./■, ilio in dom 
Intorvalle (a, b) nicht unondlich vide Maxima 
und Minima hat, die- auHHordem in oiner oiid- 
lichon Anzahl von Punkton ho unondlich wird, 
dass daH Integral 

I" t (■'■) d -/■ 

an allon dioaon Stolloai convnrgonl liloibt, 
dann ist dor Grenz worth 


Das Fourier ’sciho Doppolintogral. 


:J7 


h 



a 


wenn o, 6 gleiche Zeichen liabon , 

- ~ I 0) -h 0)1, 

Zi 

wenn a und h verschiedcne Zoicheii liahoii, 

= “ I <'), 

wenn a = 0, i > 0, 
wenn & = 0, a < 0, 

voransgesetzt, dass (■''[-> Oj und 0) oiuUi(‘4u', Worllu^ 
haben. 

Die Function 'ip(p[)) ist bier oiiio Kogenannto willkurlichu 
notion, wie man sie in cler mathomatiHclion Phynik tuiulig 
betrachten hat, d. li. die Function braiu‘,ht durclnuiH nitdil. 
nd einem einheitlichon analytiscdicn OcBi'^tzo zu folK(uu 
Die jetzt nocli in V. ontlialtcnon VorauBHctzuiigtui kumM'U 
. Theil noch aufgegcbou wordon, worauT ahcr hit»r ni(di( 
jegangen werden soil i). 


Das Fouricr’scho Dop pcliu togral. 

Aus dem zulctzt bewiesenon Satzo liiant sicli nun nt^hr Icudit 
Fourier'scho Doppolintogral abloiton, wolchoH hn dor Iutt‘» 
don von partiellen Difforontialgloichungon nuumighudio An- 
dungen gestattet 

Es sei also wiedor 'ijjQjo) oino Function von die in aiutuu 
irvalle (a, b) den Bedingungon dos Satztm V. don vorigen 
agraphen genugt. Es soil der Werth don DoppcdintogrulH 


) Hierubor int zu vergleicben die Abhandlung von Ru-mann: 
Darstellbarkeit eiuer Function duroli eino trigoiiomatriHohn iuu! 

rere Abbandlungen von P. du Boifi-Iley mond. 



Zwnilor Abschiiitt.. 


:i8 


( 1 ) 


— I 05 I (A) f.os « A dX\ 


ennittolt, wunlou. 
Niu-.h S- 4, 3. ist, 


« <1 


( 2 ) 


0 r=; Hm 

(( CO 


jU It 

j' (jf oc I (/I) cm ccX (i I, 


0 u 

So lango ft oiullich iyt, koiinon wir in doni lutograle 
Uoihonfolgo dcr lutogrationon vcrtauBchon (§. 1 1 ), und erlialt 


j* rf ot j* 'i/» (A) cos a X ill r— I ii> (A) </ A j* c^ 
h d a 


COB aX (IcA 


iiho 


0 — lim [ t(X) dXy 

u w J ^ 

a 

und folglich erhaltcm wir nach V. do« vorigi'.n Paragvnphon 

Cfi 

VI, ^ j dl ^ 0, 


wenn a, h gloiaho Zoinhou hahou; 


1 


=- a !</-( 10 ) f ./'(-o)i, 

wonn a, h vorHcliiodcno Zoichtin hahcni; 

I 


t^ffO), 


w (i 11 11 a r— 0, /; >. 0 ; 


wouii b =-^ 0, a C 0. 




Man siaht hiorauK, dasB, wonn b ponitiv gc.worden iatj 
Worth (lioBos IntcgralH von h niclit inohr abhiingt, und m 1 
also naho, h im Uiiondlicho wachson zu lasHorn Dies wird i 
nur dann von Nuk/cn Boin, wonn 


Das Fourier’sclie Do})peliii to^ral. 


00 '/j 00 

lim j* w j* (A) cos aX dX — j doc j ^{X) cos aX d X 

0 a 0 a 

und es wird also noch festzustollon sein, untor wt‘lclu'ii 
lussetzungen liber die Function jp(X) die (Uoichung (.*i) in*- 
, ist. 

Wenn die Formel (3) fiir ein positives a riclitig ist, 8o 
t ihre Gultigkeit fiir ein negativoB odor vco’seliwimloudes a 
dttelbar aus VL, und es ist also zu untorHucheii , ob und 
ir welchen Voraussetzungen das Integral 
00 00 

I da j cos aXdX, 

5 « 

fur alle positiven a, wiodorum iiach VI., cl(5n8(dl)cn Wortli 
verschwindet. 

Wir werden zeigen, dass dies untor dor Voraussotzung statt- 
et, dass das Integral 

a 

edingt convergent sei. Untor diosor \'orauH8(d,ziuig ist. niim- 
nach §.11, (3) 


™ U ,, 

(i)(x)dx f , , f, r . 

j ^ M cos aX da — j </ a t/i (I) cos a X d X, 

folglicli nach Ausfiilirung dor Intcsgration luu’h a 

d « I If- (I) cos « ;i d'iX rrr. f ^ ^ sill ft A d A. 


Da nun sing- A deni absolutcu Werthc nach immor kUum»r 
1 ist, 80 folgt fiir jedes g 

j* °° 

j da j" (A) cos a A 6/ A < 

0 'a 

Hier kann nun in Folgo dor vorausgoKotzton unlii'diiigtoii 
ivergenz des Integrals (5) dio rechto Soito boliohig kloin go- 
3ht werden, wenn man a goniigond gross nimnit, and folgHcdi 
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S. 17 . 


kann der von a unabluingigo Grcnzworth dor linkou Soito von 

(6) fiir cin uiiendlich wachseiides /a, d. h. das Iiitogral (4) nur 
den Worth Null haben. Dio unbediiigto Convorgonz von (5) ist 
also einc hinroiohondo Bodinguug fiir dio Uiclitigkoit von (3). 

Eine gaiiz ontsprocUendo lk'.tra(!htung lilsst sich durobfukrun, 
wenu man in VI. dio nntoro Gronzo a — « wtirdon lusst, 
und so golangt man untor don iibor dio Function i/; (.-u) go- 
machton Voraussotzungcn zu dor Formol 

<» 4-00 

(7) 4 j d a j" (A) cosa A d A =-= ™ (--f 0) - ip ( — 0) ] , 


und dieso Formed ontbiilt auch wiodor don 8atzVI. als apocicllon 
Fall, don man daraua orhiilt, wonn man if(u;) auaaorlialb dem 
Intorvallos (a, P) gloioh Null sotzt. 

Ist nun cin boliobigor Wt'rtb, so sotz(' man 

( 8 ) 

und substituire unter dom Intogralzoiobon in (7) A — it: fiir A. 
So ergiobt sick 


(a) 


m •[ 

4 j da j/(A) coaa(A- .!■) d A —/(.»■), 


wolul mm UTitor /(a?) an muw lIiiHt('bigkeitHHtollo dan aritli- 
metischo Mittol v:wi8(duui f(x -[• 0) und f(.v — 0) vorntclit. 

Dio Fornud (9) ist dan Fourior'Hohe Doppolintogral, 
welches zur Darstollung (U‘r willkurlicduui Fuiudion f(.v) dioiit, 

Ks gilt, urn dies nochinals luuworzulud)(ni, fiir (duo willkur- 
liclio Function dio dcu folgendtui Bedinguugen geniigt: 

1. f(x) hat in jedom ('ndlicluni lutorvallo Maxima 
und Minima nur iti endliohor An/.aliL 

2. Dio Function /(x) kann in oinzednon Puukten un- 
endlioh werdon, jtidoch nur ho, dasH das Integral 

in dieson I’unkton convorgont bloibt. 

Das Integral 


n. 


ist fiir X rr:: 
vergent. 


X 

und 


X 


cc unbedingt con- 


§. 18. yiiocioUo Formou lies Fouricr’sohon ThooroiuR. 
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4. Wonn die Function / unstetig ist, so ist untor 
/(>) (las aritlimotisclio Mittol 

j l,/(-« + ‘0 -H /(-'^ “ 0)1 

zn vorstohon. 

Itu lIobrii^Gii ist die Function f(m) willkurlicdi \nul x ist oin 
Ixiliobif^or Ibinkt, fur dou imcli V. imv solcho Ijugcii aiisgcschlossen 
sind, fur die - f- 0) odor /(ic — 0) nicht ciullich ist. Fiir 
aolche Ausnahmcipunktc^ wiirdoii beido ycutou dor Formol ( 0 ) 
koimuii l)t*stinnnton Sinn mobr haben. 


IB. 

Bpooiolle Formon dos Fourior’sehon Thooroms. 


Wir kntnn nocb zwoi spociollo Fonnen dos Fourior’solion 
Lobrsatees ab, die oft angowandt wc^rden. 

Durcb Zorlogung dos Cosinus kijimon wir das Integral (9) 
in zm)i Thoilo spalton und orbalton 

00 4 

(1) f(j') r * ^ j* cosaa; da j J\X) cosAr/ dl 

W ;1- Of) 

- i j* sin Of X d 06 j /(A) sin A « dX. 

b ““ to 


Wir nclunen nun zunilcbst an, cs soi /(a;) don allgomoinon 
l^odingiuigon gomass, abor uur fiir positive rr, gogoben; dann 
kunmni wir f{x) fiir negative x und fur a? “ 0 noch l)oliel)ig 
annolunen, und wir inachon zunaebst die Annahme 
(2) /(X) /(O) -/(H-0). 

Dann ist aiudi /( ( 0) r— /(^^O) und die Functiuti f{;r) also iin 
Nullpunktn stotig. 

Nun ist ai)er wegon ( 2 ) 

'J 

j /(A) coHAr^ c/A | /(A) rosAa dX 4 j f{X) cus Aa dX 

it, n ^ <« 


2 /'(A) cos A 06 6/ A, 


0 
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S. in 


+ 00 

j /(^) si 


silica dX ~ { /(A) m\Xa dX 


0 , 


/(A) Hiu I K d X 


und folglicli crgiobt sicli !.uis (1) 

2 ^ ® 

(^) f('^) — “ j* Gosrvo; j* /(;i) coSTiiA dX. 

1 ) 0 

Machen wir abcr zweitans die Aniuihino 


(4) 

so ist auch /(--f-O)” — /( — 0), imd dor Mittulworth giebt 

/(()) ^ 0. 

Bs iat jetzt 

+ 00 

[ f(X) oosXa dX — 0, 


J f{X) sin Xoc dX — 2 ^ /(A) siti X a dX^ 

~00 0 
nnd Gs crgiobt sicb 

/(^’) ~ — sill a. -c da [/(A) Kina A dk, 

b ii 

Durch dio Formedn (ii) und (5) kann (dne und dioHuUn) Func- 
tion /(») fiir positive x dargcstcdlt worden. Dio Fonnol (3) gi(d)t 
abor bci diesor Darstollung den Worth dor Function nuch uocli 
fiir x = 0, wabrond (4) fiir x 0 don Worth Null giobt. 


§• F). 

D 0 i 8 p i 0 1 0. 

Man kann das I'ourior sclio I’bo.oroiu ziir Wcu'thboHtiiniuung 
bestimmtor Intograle bonutzon, woven bier oin liciHpiel. 

Wir setzon in don Formeln §. IH, (3), (fi) 

(0 f{x) = C'-'i’'"', 

worin /3 ©in beliobigor positivtsr Farametor ist. 




Bu iapiolo. 


Ka ist (luun 

rri ^'OtiaZ — cosotA — sinofiA, 

(Tl «A — — Hin«A ™|" oce coso^A, 

woraus clui-c.h Integration zwiBcluni den (Jrouzen 0 und c» : 

00 (X> 

1 r-r fi I p coswA (I X -f- oi f c f'"’’ siu K A <2 A, 

.1 s 

Oft t/j 

0 ~ dt j cosot A dX — (} j sinotA dA, 

i' jf' 


uiul (laraus: 


COB aXdX 


er-i<^ sin a ^ rZ A. 


fi 

at -|.. pt' 


at -|.. pt ' 


Ditm Hind abur gorado dio, iimcron Intograle in don Kormolii 
(.'Jj und (■;")}, §. 18, wonn f(x) =~= e"l‘" gosotzt wird, und domnacb 
orgobou sich dio boidon l) 08 tiinmton Intogralo 


r coH ax da 

7t 

1 ojS 

-Tp 

fft 

oemn ax da 

jt 

at .|. pt 

..... 


(lit', alier nnr fiir poHitivo x giiltig Hind. Dio orsto Forinol ist 
auoh nocli fiir x tr- 0 richtig, die zwoito abor ideht. 

Kin r.W(!itoH Howpiol orbalton wir, wonn wir 

f(x)=r{, 

f(x) t- Q, 1 < .r 

nobinon, dann ergio.bt daa Integral §. 1,8, (3) 
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S- I!'- 


(4) 


2 


7C 


cosa.ijsuiw 

doc — 1, 
a 

i) 

_ 


=^(), 


.r2 1 

:/i5 ™ I 

. 1 . 


Dieses Integral, clas sich auch Icncht aus dcm ini Ml he- 
traclitcten Integrate ableiteii liisst, hat Dirichlet aln „(lis- 
continuirlichen Factor^ Reduction mehrfacher ht'Htinunier 
Integrale verwandt^). 


Dirichlet’s Work©, Bd. I, S. 35)1, 


Drittor Absclniitt. 


Unendliohe Reihen. 


§. 20 . 

Couvcrgonz: vou lUnhcu uborhaui)t. 

Untor ciucr unondliclion lioilio verstohon wir im All- 
gomcinon oin iiach oinoni bostiminton (lesotz geordnetos System 
positivor, nogativer, odor aiicb vorschwinclencler Zahlgrosson 

(1) ao, cti, a-j, ... in inf, 

Wir bcs^eiobncn niit dioSuiumo dor n + 1 oi'ston Gliodor 
(lioK(n* Uoilic: 

(2) Sn ^0 I (h + -1 + 

1, Dio lloiho luuHHt oonvorgont, wenn dicao 
Siunmo $J^ sich mit uuondlich waclisondon n 
(‘iiior b(^Htinimton (}ndli(jhoii Gronzo iiiiliort, 
wonu also 

(8) Liiu ~ A 

H (fj 

oino 1)OBtin\mtc on dll oh (5 Grosao iat. 

Dionar ondliobo Gronzwortb wird dio Suiumc der Uoibo(l) 
gouannt, 

Dio Thoorio dt»r Gouvorgerisu nnomllio.her Ridhon iat, wic dor 
bcniunicon wird, durcbaus analog mit dor Th(H)rio dor Oon- 
vorgonz von Intc^grabm. Obwobl al)or dor DegrilT oinor oonvt^x- 
gontcn Roiho oinfacduT urul ltdclitor aufenlasHtm iat, als (hv oinee 
(»onvt^rg(mten hito.gralK, ho ist hior doch dio Botrachtung dor 
Intograh^ vorangonUdlt, w(ul cU(i Al)U‘itung dor Hiltz;o daboi <‘in- 
iaobor ist, und dio Intc‘gralo (>ftor mit Vorthcil bei dor Untor- 
Hmdmng oonvorgimtor Roihou angowaiult wcrdou, ala umgckohrt. 
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§. 21 . 


Ein allgemeiiies und immer giiltiges Kennzeichen fiir die 
Conyergenz einer Reihe, im Grunde nur eine andere Formulirung 
der Definition der Convergenz, ist folgendes. 

2. Die Reilie (1) convergirt, wenn die Sumnae 

(4) pn,m — + 1 '4" + 2 ~h * * * 4“ + m 

dem absoluten Werthe nach kleiner wird als 
eine beliebig kleine Grosse co, wenn n und 
n -j- m beide grosser sind als eine hinlanglich 
grosse Zabl JV ^). 


§. 21 . 

Unbedingte Convergenz. 

Wenn die Glieder der Reilie ao, a 2 positiy sind, 

so ist immer >> s„_i, und es sind nur zwei Falle moglich, 
entweder: Sn wacbst niit n liber alle Grenzen, die Summe 
der Reihe ist unendlich, oder: Sn nahert sich mit un- 
begrenzt waclisenden n von unten her einer end- 
lichen Grenze die Reihe ist convergent. Wir fiihren 
folgende Beispiele an: 


Zum Beweis volliger Uebereinstimmung von 1. und 2. sei fiir den 
matbematiBchen Leser Folgendes bemerkt. Zunachst ist ohne Weiteres 
klar, dass, wenn 5,^ nach der Definition 1. convergirt, die Bedingung 2. be- 
friedigt sein muss , da ja die Scliwankungen von urn den Grenzwerth 
A mit unendlich wachsenden n unendlich klein werden rniissen. 

Ist nun die Bedingung 2. erfiillt, so ist fiir eine beliebige Zahl z nur 
eines von beiden moglich. 

a) Wie gross auch N sei, es giebt immer noch Werthe von n ^ JV, 

fiir die ^ wird (Zahlen a). 

b) Man kann N so gross annehmen, dass, wenn n > N ist, immer 

^ (Zahlen &). 

Man sieht nun , dass , wenn entweder nur Zahlen a oder nur Zahlen 
h existiren, die Bedingung 2. nicht befriedigt sein kann. Denn ist ^ ab- 
solut kleiner als w, so kaun nicht grosser als 4“ w und nicht 

kleiner als — cu werden, Es muss also , wenn 2. erfullt ist , sowohl 
Zahlen a als Zahlen b geben, und zugleich ist jedes a kleiner als jedes 
&. Die Zahlen a und b werden nach dem Princip der Stetigkeit, wie es 
von Dedekind formulirt ist (Stetigkeit und irrationals Zahlen, Braun- 
schweig 1872, 1892) durch einen Grenzpunkt A von einander geschieden, 
und wenn 2. befriedigt ist, so sind fiir ein hinlanglich grosses N alle 
Sy^ zwischen A — to und 4 -f- to enthalten, wie klein auch to sein mag. 


Unbedingte Convergenz. 
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^ I. Die geometrische Reihe 

1st 06 ^ 1, SO ist ^ n -}” 1 und wachst also mit n ins 
Unendliche. 1st aber 06 < 1, so ist 

1 — 06 ^ + 1 

Sn r , 

1 — a 

und es ist also JE = 1/(1 — o6) und die Reihe convergent. 

II. Die Reihe 

+ + ^ + 

Wenn & negativ ware, so wiirden schon die Glieder a„, um 
SO mehr also Sn ins Unendliche wachsen. Ist aher T(, positiv, 
dann schliessen wir so. Es ist nach dem Mittelwerthsatze 

n + l 

1 tdx I ^ 

(n ^ ^ 


folglich, wenn wir 


setzen : 


= 

n n + l 

^ ^ f f dx ^ f dx 

s» < 1 + :;¥> ®« > •:;* ’ 


woraus sick nach Ausfiihrung der Integration ergiebt: 

„ ^ ^ 1 
^ fc — 1 (/c — 1) 

1 _ 1 — ?«’ _ i: . 

und far = 1 : - C : 

Sn > log (n 4- 1). 4 J 

Daraus ist zu sehen, dass diese Reihe convergirt, wenn^^;;:^!^ 
ist und divergirt, wenn Jo ^ 1 ist. ^ 

Diese Beispiele kann man zu allgemeineren Kennzei^e^ 
fiir die Convergenz von Reihen verwenden auf Grund desJ'ol- 
genden Lehrsatzes. 

III. Sind IT :: 

Uqj CCi^ ^ 2 ? 0 ^ 3 , . • • 

positive Glieder einer convergenten Reihe 
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21. 


A TTT cto 4- «i i' «a I ' «.i i ••• 

U 11 (1 

^0) ^’.h *•* 

oin(‘, iinl)Ogreir/to Rcilu^ bol io hi^ur ])()Hitiver, 
nngaiivo.r otlcr auch vo.rHchwiiuloiulbr Zahlen, 
(lio iliruin absohiten Woriha na(*h alh^ vuiter 
oinor ondliobon Zahl r liugou, ho ist auoh die 
K e i h c 

S r:r CqCIq -) ■ CiUi ■ ] r.j fig -I ' r.Uj I 

convergent 

Dann sotzen wir vvie ini §. 20 

I- 1 I i U f * * * I ! m 

und entHprcchond 

4 1 III j { a ( **' ^ C,| I m^'^n I t>M 

SO ist 

und OS liat alno zugleit^h init (lie Null mr (innize. 

Ninimt imin in chnn Satze lit dw. t thcnln j 1 , tlnnlH 
^ I odor th{‘ilK gleieli Null an, so fnlgt: 

IV* Eiue aiiB poHitiven (Hiiulern beHti'luuule cou- 
vorgouto Ueihe bleibt convergeut, wcuui ilirt* 
(Hiedor mit belic‘big wechHolnchui V ti r ei e. h lui 

gonomnnui wiu^diMU 

V. Joder Tlu‘il eiiH*r c’.o n v<*rgen itui lleilu‘ mil 
positivon Oliodern int winder (nne eon veTgcuite 
lleiho. 

Man darf nun aber nieht lungakehH HcddieHHtni, (Iuhh <dn<* 
eonvergento lleiho niit poHitiven und negativen CHimleni cnni- 
vergont bloibt, wenu man ilire (Uiedt^r ptwitiv nhnnit, und man 
mUHB dauacdi zwoi Arteu tumvergimlcu* lUnlum unlei^iebeidtvn: 

VT. Kino oonvorgente lleiho InMnni unhodingt r.an- 
vorgent, wonn nie nuch dann iHieh eonvtu’gteni 
l^leibi, wonn ihre (Uituler alle ponitiv gt*- 
nomine II weiulou, im entgogengoHeti^tou Kalle 
b ( h 1 i n g t 0 0 n v e r g on t. 

tonvergeute lUnhen mit nnr ponitivon CHiodorn nind dalier 
immer uubedingt convorgont 


§. 22 . 


Bedingte Convergenz. 
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§• 22 . 

Bedingte Convergenz. 

Bei einer unbedingt convergenten Reihe 
A — a(^ ai -\- a.2 -j- . . . 

erhalt man immer denselben Grenzwerth, wenn man eine Summe 
Oiv bildet, in die man alle Glieder a„ aufnimmt, in denen w<JV 
ist, aber ausserdem noch beliebige von den boheren Gliedern 
auswahlend hinznnimmt, und dann N ins Unendlicbe wacbsen 
lasst, auch wenn die Zahl der hinzugefiigten hoberen Glieder 
ins Unendlicbe wacbst. 

Man driickt dies Verbalten gewobnlicb so aus , dass die 
Summe einer unbedingt convergenten Reibe von der Reihenfolge 
der Summation unabbangig sei, ein Ausdruck, der jedocb der 
Gefahr einer Missdeutung unterworfen ist. 

Anders verbalten sicb die bedingt convergenten Reihen. 

Es sei, urn dies Verbalten darzulegen, A eine Reibe von 
Zablen 

flo, ctj, . . . , (A) 

unter denen unendlicb viele sowohl positive als negative vor- 
kommen, und 

Po, Pi, P2, • ■ • (P) 

seien die positiven, 

-2o, -2i, -fe ... (Q) 

die negativen unter diesen Gliedern, in der Reihenfolge gezablt, 
wie sie in A auf einander folgen. 

Wenn nun die beiden Reihen 

P = Po+Pl + P2 + ---, 

6 = So + 2i + & ~f" • • • 
jede fur sich convergent ist, so ist 

-4 = ao CI 2 ••• 

unbedingt convergent, und es ist 

A = F-^Q. 

Ist aber von den beiden Reihen P, Q die eine convergent, 
die andere divergent, so ist A jedenfalls divergent, denn es ist 
die Summe der ^ -j- 1 ersten Glieder der Reihe A 

A^ = JP ^ 

Riemann-Webor, Partiolle Differentialgleichungen. 


4 
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‘22. 


mid f6 iiud V ^^^‘u•.hscu luit n ins IhuMidlic'lu*. Wenii 

abor dann von dtni hoideu Sunnmni (A 

wird, die undon'. inidlich bloibt, so win! .1,, ('utwodto' posiiiv 
odor iio^^'itiv unoudlich. 

Wcum abor P uiul Q beido divor^jjonl. simU ho stolli sicli .i 
als Dinbrenz zwidcr uiumdlichor Za,liUni dar, dus stdir vor.sohio** 
(loner Worth (3 fiihig ist. 

llier gilt dor folgendc'. Satx: von .I)iri(dil(‘t: 

Woun die U(‘.ih(ui P iiud (JMli v n i siiid^ 
we nil abor und (/» Hioh in it uiuMulUeluMu n 
dor Null lulboini, so kaun man die (UitultM' d(*r 
Ileihc A so zu oiner Sumnu* vt^rbindiMi, dass 
alio ctn V\\vn<<^N darin vorkomnuMi, luul dasH 
sioli do(‘di die Summer niit unoudlieh waidisen^ 
dem N oiner willkilrlieh g(*gob(MHMi (Irt'nze K 
iiiihort. 

Uni di(',s einzuHobon, nobmo man, wenn K ponitiv ist, zn- 
nilohst dor Uoiho uaeJi so vitdo (iHeder von I\ dass ihn' Sunuim 
r' gm’ado iibor K liogt, und also dt‘r UntiuNohied P' K nielit 
gi’OSHor ist als das zulotzt liinzugoiugtt^ jl Dies ist wegnm dm* 
vorausgosotzten Divorgenz vou P fur jedos K lutiglielu Nun 
indime imiii wiodor der Uoiho nuch so viele ut'gativf^ Uliedcu* 
der Ueilio dim di(^ Humiru^ .P • g(‘rad(» uuter K liegt, 
und dass der Untorscducul zwisclum /^' = Q/ und K wimba* niehl 
grosser ist, als das zuletzt hiuzugonigto (/. 

Jetzt nolnne man wiodt'.r, an F unHoldiessmub ho langt^ posi^ 
tivo Glicdor pi Huuune P^ — } - F' witaim* gorude 

liber K liegfc u. 8, f. 

Man erliiilt so (due l)ostinimtts Aiiordnuiig der (Uieder vou 
J., dermi Suinino 

F ^ - (/ 4 ^ qr ( 

uber Oder uxiter K li(!gt, j(‘ naohdom zuleUt eiii p oder eiu 7 
hinzugefugt ist, und so dass der UntorHohied des Werllien di«^H(^r 
Summe von K absolut kleiruT ist als das zubdzt htn/ngefdgtt^ 
p Oder “7, und sich dubor, worm man dituSummatirtn unhegnm/t 
fortsotat, nach der Voraussotzimg dor Null nulmrt, Kh ist also 
K als die Summe der ummdlichen Reilio 
( 1 ) F ~ 

zu bezoicbneiu 




BeispieL 
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hs int liiorbci iiocli zu bemerken, dass auch die Theilsummen 
Q!^ P", Q!\ ... sicli der Grenze Null nabern, und dass man 
tliilior don Gronzwertli K aucli dann erhiilt, wenn man bei der 
lUldnug (lor Summo (1) die zuletzt binzugefiigte Summe oder 
ni(‘lit ganz erscbbpft. 

Man kanii also in der That (1) als eine Anordnung der 
iilualor von A botracbten, bei der, wenn man weit genug gebt, 
all(‘ (Ui(ulcr bis zu einom beliebig gegebencjn Rang' vor- 
konnnon, und derem Suinme den GrGnzwertli K hat. Die Glieder 
(t„ bildeu also lad dioacr Anordnung eine convergente Reihe, 
(Icnui Hunnne — K ist. Dies ist der Fall der bedingten 
(lonvorgenz, boi der die Summe durchaus abhiingig ist von 
(lor Anordnung dcT Gliodor. 

Man kann aber auch nock allgemeiner verfahren, indem man 
zuorst Idindlings positive und negative Glieder in beliebiger end- 
lic.lier Anzald addirt, und erst dann in der geschilderten Weise 
planiuassig vorfillirt. 

Es ist kaum ndthig zu bemerken, dass der Schluss fiir ein 
ni'^gative.s K und fiir K = 0 in nicbts Wesentlichem geandert 
wird. 


2*J. 

D e i s p i e b 

Dioso Satz(.‘, wollen wir nun durch ein einfaches, aber lehr- 
r(dtdu‘8 Heispicl vcrauschaulichen. Die Reihe 

(ij «« = 1 + ^ H 

int, wic wir achon gcsehcn liaben, fiir n — ^ divergent. Wir 
komu'.n diem aber auch auf dem folgenden Wege einsehen, der 
tiua zugleicli Aufechlusa giebt, in welqher Weise s„ mit « ins 
llncnilliche wiichat. lOa iat, wie die unmittelbare Integration er- 
koniien lilaat, fiir jodoa poaitive y 

CO 

1 = [ e-v^dx 

y J 


( 2 ) 

und folglich 


4 
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S. ^‘3 

(3) 

S,. r-. 4- + ••• i 



I) 

Ct\ 

a* (»-| 


Korner crhillt man (lurch Integration von t'i) in Rozug ant 
y zwisclion don Gronzeu 1 und n, wohoi (li(' VerlauHohung d(>r 
intogrationsfolge orlauht ist: 

(4) J d.i. 

0 

Hieraus cvgieht sicli 



0 


I)ic 80 Zorlogung int gcHtattet, woil din hoidoii Kniu'liom-n 
I I 1 

i c - ' .r’ 

wie man durch die l)cikannton Muthodou dm' Uifrorontialrei’liiiung 
kioht orkonnt, fiir a: ™ 0 ondlich Idtiihrii niul folglicli die 
hoiden in (5) vorkoiumcndcn Intcsgralo unhedingt coiivorgcut 
Bind. Daa zwoito vcrschwindct fiir n — • , und das orKto hat 
einen boHtinnnten nuinoriachon W(!rth: 

(6) .f‘ 

0 

der sich gonilhert boroclinoii liiiBHt luid dor dio 
Go list ant 6 gonannt wmL 

Ihr gcuulliert(;r Worth int auf 20 I)Bohniiloii 

o,r>772i5{)()40oir):rir)B{Hm 


0 Bei (Jaus» (Worko Bil. Ill, S, J54) ini ilio /ahl r nnoli inmn* 
rcclmuug von Nicolai auf 40 Dcciniahm ango^cluni. 



§. 23. 


Beispiol. 


5:f 


■lo 


a 


mnl mr orhalten don Satz 
(7) hni i -I-- i - I j -. i _ ,, , 

Ilii'rauR hisscii Rich luiu aiulcro Rosultatc ilber bodingt convor- 
goiito Roibcn laud ci ten. d’renneu wir in s^n die geraden von den 
uugoradon Gliedcni, und setzcni 




Ik -14-1 


^ I 

^ •+ 

SO ergiobt sicli zunilchst 

( 8 ) 


1 

4 


H h . 


f ^ -[ h 


-■ 

JL 

Jn' 


(!') 

( 10 ) 

folglic.h 

(11) 


.Sg^j — « -1“* ^ Sn “ - 1 G)i, , 

lim — ]- = i C', 

Urn {(r„ — log2«) = 6', 


lim (^V„ -■ log 2 -■ ~ log«^ = 




Nc.lmuni wir also zwoi ins Uiioiunichc waohsondo Zalilou m 
uiul n an, so folgl. duroli Hulitractioii von (!)) und (11) 


( 12 ) 


Urn ( I /„ 


r/„0 =^log2 I - \ log^“- 


Ninuut man z. II n — ho orliiilt nuin die Roiho 

1.1 


1 


a 4 f) 


imd nirrimt man n so folgt 


1 + 


4’ 


log 2 


^ log 2 


tiiul allgomoin, wonn man a i) 08 itivo GUeder von f/in dann h 
uegaiivc Gliodcr von dann wiedor a positive Glietlor von 
Un \h H, i\ nimmt, ho orl)Ult man oino convergonto Iloiho, doron 
Sunimo ^/^log(4a/b) ist, woriu 4a/h jedon boliobigen rationalen 
Wertli luibcn kann. 

Wir wollon noeh einen woiteron Ausdruck fur die GonHta,nt(5 
(J ableiten, dor biswoilen niltzlich ist. Man erhiilt durch Diilb- 
rentiatiou nach cc 
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(I 1 ok (1 — fi 

(Iv. loK.-r = — (t lofi.rt/./' -j — - . 
und dnrch Sxilitr action 

(I jlog (I — — f loKJcj 

{ 1 ~ ’It 1 ■ I' 

lutegrirt man dicso GlcichiiTig /.wist'.hou den < 
00 , 80 versclnvindot die linko Soito, wic’i man ftj 

mittolbar siolit, und fiir a; - 0 dareh l’;nlwit‘.kclur 

nach Potenzon you x, Ms folgfc daluu’ jiuk (O) 

CO 

(1.H) j' l<)g:rr/.r ™ — (\ 


24 . 

Ein Satz iibor lUubcMicoii vcrg e 

bis Hoi ^0, ci\, ch ••• nnbogrcnizte R< 

YOU donou wir vora-ussctzou, dass 

(1) S,, “ a^^ ■ I Uj ■ 1 . njj ... [. (tn 

mit uncmdlich AvacliKcaidom n iuimrhalb t‘iidlioher 
mag sicli aucli lucdit (duor baHtimnitaii (Jren 
801 fiivncr 

( 2 ) ri, ... 

oino Uoilio positiver, bostilndig nbncUmiaidtn’ uiic 
niihonidor GnisHcn. Dana gill, nllgcunoiii dor £ 
R 0 i h c 

GO i !" *•• 

con vor gi rt 

Urn dioaou Satz zu bowtasca), bittauditmi wir 

( 4 ) Jin,m ” (f'n \ i ('n { l ] ‘ (ht j f ;» | . .. -j— 

dcroii Vc'rachwindcn liir n co luudi 2(J dus 1 
Oonvergenz von (H) ist Iliiadn setziai wir nach 


Ein Satz liber Eeibencoii vergenz. 
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+ i — Sn 

Cf^n -i- 2 ^n-]-2 — 


+ m ^ni-m — 1 

und erhalteii, wemi wir die Glieder anders zusammeiifassen 

I^n^m ~~ Sji -|- 1 (Cn + 1 ~ + 2 ) “j” -1- 2 (^n + 2 ^n + s) 

—j— ••• — 1 — 1 ^nr|-m) H~ '^n + Mi^u + m ^w^n + l* 

Da Tiun nach unserer V oraussetzuiig die Difterenzen Cn + 1 — + 2 , 

On -I - 2 + — CnJ^m positiv und die Summen Sn + i, 

Sn + 2 -i ••• •‘in + m — 1 alle absolut kleiner sind als eine endliche Zabl 
yl, so ist der absolute Werth von lin^^n kleiner als 

yl (Cn 1 — Cn -|- 2 H~" 4- 2 + 3 ^n-l-m — 1 4-?n 

-|~ Cn + m “f" 4- 1) = 2 A Cn i 

uud nahert sicli also nach der Voraussetzung iiber die c mit 
unendlich wachsendem n der Grenze Null, wpdurcli der Satz 
bewiesen ist. 

Nimmt man z. B. 

Ctn = (— lys 

so ist Sn entweder = 1 oder = 0 und es folgt also, dass jede 
Iteilie 

(5) Co — c-^ -A- c>i — ^3 "h ^4 — * * S 

in der die c eine Reihe positiver, gegen Null abnehmender 
Grosson sind, convcrgirt. 

Ein anderes Beispiel ist folgendes: 
ao = 1, «! = 2cos2ir, = 2cos4:r, ... Un = 2 cos 2 

also 

(6) Sn = 1 + 2 cos 2 a; -|- 2 cos 4 ic + • * * + 2 cos 2 nx, 

Um Sn zu finden, multipliciren wir mit sin a; und wenden 
auf jedes Glied des Productes SnSinrr die Formel an 

2sin^ cos2nx = sin(2n -j- 1) :r — sin(2n l)ir. 

Dadurch erhalt man 

Sn sin it: = sin (2 ^ 4- 1) -3^ 

Oder , ^ ^ 

sin (2nA-l)x 

(7) • . 

Ist also sin x von Null verschieden,. d. h, x nicht gleich einem 
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Vielfachen von jr, so ist, da sin(2)i -|- 1)^ immer zwischen i 

und -f- 1 liogt, .s„ zwischen deu eiidlicheu Grenzcn 

± } 

siu a: 

eingoschlossi'.n, und wir erhalten also den Satz, dass die Reihe 
(8) f'o -(- Cl cos 2x -j- 2 cos 4a; -|- Cg cos G a; -f* • • • 
imiuor convergent ist, wenn die c,,, Cj, c.,, ... eiiie Reilie 
positiver gegen Null bestiindig abnolunend er Zab- 
lon ist. 

Ks ist Icaum noting, hcrvorzuhebon , dass es geniigt, wenn 
diese Abnahmo der Zablen c„ erst von eincr boliebigen endlichen 
Stelle n an beginnt. 


§■ 2o. 

Dor Abol’scho Satz iibor Stotigkoit von Poteiizreilien. 

Durch das ini vorigcn Paragraplion anguwandte Verfahren 
dor tlioilwoisen Summation kann man auch cinon Satz von 
Abel bowoisen, der dem in §. i) be,wiosenon Satz iibor die Stetig- 
keit einos Integrals analog ist. Kr lautot so: 

Wenn die lloilio 

(1) .A Uq “1“ tti — 1“ Cljj — 1“ “I™ * * * 

bodingt Oder unbodingt convorgirt, so ist A 
dor Gronzwertb, dom sicli die fiir r <; I durch 
die Roiho 

(2) y (r) = Wq — |— Oil v -|— Mj ~j— W;i r ■' — |— • • • 
dofinirto Function niihort, wonn r sich der 
Groiizo 1 niihort. In Zoiobon: 

(d) lim (ci(j “I* i(i f' "I" ™j“' ** *) A. 

r-. 1 

Dass dio Ileihe (2) fiir jodos edit gebrocliono r unbedingt 
convorgirt, folgt aus §. 21, I., III. 

Dio llcibo (2) I'ormon wir nun urn, indem wir 

,s'„ — tto + Oi -(- a.i -| -|- a„, 

also a„ — Sn — A’n — 1 sctzon, und orbalton wio iin vorigcn Para- 
graphou 

(i) f (r) — So (si s„) r -j- {s.i — .s,) - 1 (s,, — s^) r» + • • • 
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§• -<>• IIiilboonvcrKento Reibcn. 

ulul wenn wir die lotzto Reiho in zwoi Tlioilo thoilcn 

/■()•) — (1 — y) (,s'|, -j- Sir s.,r‘^ 

(1 . ^ - r) Gs*n.| i'r^‘ M I + ^ -| ). 

Jk^dnutot P xwiHoluni (loin ^rdsstou und kleinston 

Wt‘rtho (lor Suminen ^ 2, .*• Worth, so ist 

- 1 'Si i- i5 4 P ^ ^ H ) 

,v.U 1- 1 
™ ]> ' 

1 —r 

uiul M{j^lich 

(5) f{r) “ (I r) (So 4 - SiT »1 *1 | - Sn-r^) + Pr»» 

TIicu'von Bul)trahir(‘n wir die idtnitist'ko Ghdcliung 

A A (1 • r) (I ■ I • r - f [ | ■ r^) + ylr»- m 

and erliaU(ni 

(()) /(r) — yl — (1 r) Fn{r) [ (P — A ) • 1, 

woriu die linko Boitci vou n uiiabhaiigig und 

Fn(r) rrs (So — (si -»». ^)r *-1“" '*• (s„ — A)r^ 

ganzo Fuiudiou Grades von r ist. 

Ks ist nun vai bt^wdson, class sicib, woun oino bodiobig kloino 
positive' Zahl lo g(:igoI){ni ist, di(^ Zald so klcnn amndimcni 
liisst, (lass /(V) • /I denn absolubui Worthc luudi Idcnnor wird 
als (i)^ woiin 1 /* * , i> ist. 

Man kann abor 71 ho groHs juuKdoncni, da.HH Hnn i • • • 
dem Worthc A bediebig nalu^ korninon, und folgliidi so, dass 
P — A und inithiu auch {P — ^ ^ denu absoluton Wt^rthe 

nach kUdmu* als Va ^ Ist n bcstinnnt, so kann inau wic^der 
{) HO kleiu anncdimo.n, duBS auch (I — r) /'n(r) kloinor als Va 
wird, und dann ist nacdi (6) dcu' absolute Worth von f(r) — A 
kloint'r als co 


% 26. 

II a I b c 0 n Y c* r g 0 n t e U 0 i h 0 n* 

ObwoUl man bui divorgtuittm Rcnlum von cunor Suiumo nicht 
KpnH'licti kami, so kdnmui solchc^ Hcdhen doch biswcilou mit 

b I)l('Hor SaU riikrt von Abtd lu*r, den* ihn in Hoimm UnlorHucliungcni 
iilu'r ilia Hijunnialroiho henutxt hat. Kin HoweiH, dnr Midi ul)rig(m8 gaiiy. 
ahnlieh mjhon hijiAlJol hndot, IhI naoh oinor Mitfchoilung I) iri ohlo t*H von 
biouvillo vcuHilTftitlh’.ht (I) ir ichlnt’s Werko, Bd. 2, H. !!0r)). 
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Driiter Abscluiitt 




Niitzen gebnuuiht wordoii zur Bcruclinuiig tninscoiuh'nti’r Vnuv- 
tionen. TJm (ItuiSinn ditises Ausspnu^lu’s zu V(u\sti(di(‘ii, iKdnuOiton 
wir eiiic Kcihc'. you Gudasou 

(1) Un — Ho ~h "f I • • * ^ ' 'fbi 

luit n zugloich ina Unondlichc \viu‘.hst Miiu k:inu sich inui dit‘ 
Frage stollen, wenn es aicli urn die Djvrstolluug (dno.s hi‘.stininilo.n 
Wortliea A luindolt, filr welchou Wort.h van n wird (4, 
dom Wort he A mdglicliat nndu'. komnu'n, uud auf 
welclion Grad dor Kloiiiheit ka,nu di(». Difforanz 
A — Vn hGruntorgol)racht word on V Int dit'Ho Dillhrcaiz 
klein genug, so wird man <diio aiigcriahorto DarKtcdhnig 

dor Zalil A betraoliten kdimeii. In dou Anwouduugou vorhiili 
aich meistena die Saclio so, daas die Reiliongliodor lii, ... 
Fnnctioiicn eiiior Varial)lon x aind, ao dawB 

(2) //“n nrrr. f/) (.r, U) 

oine Function von x nnd v wird. An dit^ Stidh* von A trilt 
alsdaiin glcichfallB oino FnntdioTi, 7'’(‘.'r)> ^^nd os haudtdl sioh 
daruin, die Dilloronz 

( 3 ) Fix)^ ^cl>{x,n)— A(x,n) 

so klein als mtiglich zu rnachon. Das hior zu w’iihlondc^ u wird 
dann von x abhangen, und os ist ciii hiUdig YorkomitHaulor Fall 
dor, dass man z/ (:r, n) um so kloinor inacdion kann, jo grdssor 
X ist, wobci dann auo.h n in l)OHtinnnt(‘r Wenso mit x waohsmi 
kann. Wenn z. B. 7i) die. Figenschaft hat, class fiir jiules n 

(4) lim x^ ^01 ~ 

{fi. tX) 

ist, so hoisst 0{x^n) (nach Poiiuuirc') cum'. aHyiap totisolu* 
DarstoUiing dor Function F(xy 

Wir woll(‘.n dioso allgcmnunon GrundHiltzo an oiuoni oin^ 
fachen Beispiol (‘.rlilutern. 

Wir dcliniron oino spiitor nocdi niitzlio.ho Fumdiou 





Nacli §. 12 hat dicso Function die EigciiHchHft.t‘ii 

00 (0) 0, 0) ( r/n ) r-- 1 _ 


( 6 ) 


(7) 


©(— X) r= _ 0(a;). 

Es geniigt also, S(x) fiir positive Werthe von x zu be- 
rechnen. Ein geschlossener Ausdruck lasst sick fiir diese Func- 
tion nicbt angeben, wohl aber eine stets convergente Reihe. Es 
ist namlich, wenn man fiir die Reihe setzt: 


( 8 ) 

in der 


=r 1 — 


^ J oc^ 

n ' 3l ' * * 


( 9 ) 


nl = 1.2.3... n 


ist, und dann integrirt, 


( 10 ) 



v\ {2v -[- 1 ) ’ 


und diese Reihe convergirt starker wie die Reihe (8), die be- 
kanntlich fiir alle Werthe von a convergirt. 

Nach (10) ist 0(x) fiir kleine Werthe von x zu berechnen. 

Fiir grosse Werthe von x ist aber die Convergenz dieser 
Reihe zu langsam. Fiir solche Werthe kommt man leichter 
durch eine halbconvergente Entwickelung zum Ziele. Um diese 
abzuleiten, setzen wir nach (6) 


( 11 ) 


0(^) = 1 



doc 


und substituiren fiir a eine neue Variable jS durch die Glei- 


chung 


«=^ + a;, da = -^- 


2x' 


dadurch erhalt man 


( 12 ) 


6” 


sc 


r _JL 

— U 


Nun konnen wir nach dem Taylor’schen Lehrsatz, wenn 
^ einen positiven echten Bruch bedeutet, 
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Drittor AbBchiutt. 


§• 20. 


( 


1/! 


f 




.r» 


<! 




SGtzen, uikI da fj- fiir poHitivo a: gltuchfalls 

Bruch ist: 


( 1 . 6 ) 



s 


V 0 


(•_. 

(2,r)'-“'7'! ’ 


ciu 


ochter 


init dor Maassgabo, dfiss (H(i8o li'ormol imr diuui gonau ist, 
■wenii das lotzto Gliod aui' oinoii Hruclitheil Hoiiios Wortlies ro- 
ducirt wird. 

Nun ist nacli eincu’ bolcunnton l'’()rmcl, die? nioh (lurch ])artiollo 
Integration Icicht hewtsison liiHst: 

rr> 

j r dfi 7i\y 

(I 


unci wonn mm also dio Kntwicktdung (l.H) in dus Infc('grnl (12) 
einsotzt, so fol^t 


(14) 


e. “^ da =- c V 


!)•■ 


(2 I-)! 

)'!(2.i0“’' '• 


und dieso Formal ist glcuchfaUs uur uutcr dor Voraussotaung 
exact, (lass das letzto Gliod auf (umni Ilruohthoil Hoinew Wen’thoK 
roducirt wird. lltn alKO y,u bourtluulon, waw uu« ditmo Formol 
leisten kann, niusHtm wir die GrdHH(i lUiH allgonuunnn GlitHloH 
(lor Fiiitwickolung (l.'i) absoliiitzon. Zn (li('H(im Zw{‘ck inao.hon 
wir von dor bokannton Formed (Jolirauo.h ') 

.1 i ' •' 

«! - y2jro ’'7j" 


an I 




wo ■ 8 ' oin positivor editor Bruoh ist, aim dor, wcmi IF gloicli- 
lalls oin iiositivor echtor Brudi iat, folgt 

I .’C 

C 2 n)\ \ 27 r<! - Civ) 

DarauH orgiobt si oh 
( 2 «)! 
a! ( 2 a;)“" 

worin 8 " = 8 ' — 2 8 dor Iloditiguiig 


(15) 




1 gouiigt 


‘) Vergl. iJ, T;clirbiudi th-r DiEfeimitial- tuid Intogriilrachnuug von 
Horrot, ileutBoh von Uarnaok und Hohhnann, M, 2, S. !«(] tW 2. Aull. 


11 albc’.onvorgduto Eeilicn. 


G1 


§. 2i;. 

IIi(U’aus ergicbt sich mm Folgoiulos: 

Woim n bei I’estHtohendoii x ins Unendlicho wiiclist, so 
wilclisti HU(di diesor Aiisdruck ins Uiunidliclio uud dio Kcihe (Id) 
ist folglicdi divor^^eut. 

Wtnm abtT x- also n/x- ein editor Brudi ist, so 

ft •' 

ist, da boi grossou n. iialio gbd(‘.b 1 ist, dor Fchlcr, don man 
hoi Ikmut/.ung dor Formel (14) b(^g(dit, kloinoi: als 

X \l2 

Ho.hillt man ii boi, mul liisst x waidison, so Avird die Gc- 
nauigkeit dor Formol (14) um ho grbssor, jo griissor x wird, 
and ilic^ Forinol (14) giobt oino asymptotisclio Darstolluag des 
Integrals. 

Dio Function 0 (x) koimnt in dor Wahrschcinlicbkcits- 
roebnung vor, uud man hat darum ihro numoriscUon Worthe in 
Tabdleu zuHammengeBtollt, 15ine solcho Tabelle liudot man in 
dmn BucIkk Thcorio dor BoobachtungHfehlor von Emanuol 
Oxuber, Leipzig 1891. Nach dioBcr Talndlo ist C^){x) schon 
boi X- - 4,8 in dor Deciinalon von 1 nicht melir m tmter- 
sda'idon. 



Vierter Abschnitt. 

Pourier’sche Reihen. 


§. 27.. 

Gleichmassige und ungleiclimassige Convergenz;. 

Wir betrachten nun solcbe Reiben, deren Coefficienten Func- 
tionen einer Veranderliclien x sind. Es sei also 

{13 ^^0? ^2? * * • • 

eine Reihe von Functionen von die in irgend eineni Intervall 
(a, &) endlich und stetig sind, die dem absoluten Werthe nach 
auch fiir ein unendlicb wachsendes n nicht liber eine endlicbe 
Grosse hinausgehen. Wenn die Reihe 

( 2 ) ]J = Uq -\- Ui ” 1 “ “ * 

convergirt, so wird auch 

(3) Hn = Un^i -f” 'Un + 2 • 

convergent sein, und sich mit unendlich wachsenden n der Grenze 
Null nahern. 

Wenn nun diese Convergenz fiir jeden Werth x des Inter- 
valls (a, 1) stattfindet, so giebt es, wenn co eine gegebene, beliebig 
kleine positive Grosse ist, fiir jedes x einen Werth N von der 
Art, dass, wenn n N ist 

(4) — <Z Rn <C “h 

und es sind dann zwei Falle zu unterscheiden : 

1. Die Grossen N haben im Intervall (a, 6) eine endlicbe 
obere Grenze Nq (die natiirlich eine von x unabhangige 
Zahl ist), und dann gilt die Dngleichung (4) fiir das 


Bcih (liiil. 


§■ 


G3 


lu^anzo In tor Villi, sol){il(l n >- JVo ist. In dioacin 
Kiill(^ iicuiit nuiii dio Rcuho U iii doin Intorvallc gloioh- 
111 ii s H i g c o u V r g c n t. 

2. Dio ZiihUniiV' hiibon im lutorvall boi liinlilnglich kleinen 
(0 keiuo olxu'oCJronzo, aonderu waoliso.n iiber alio Grenzon, 
otwii HO, diiHS N in it dor Aiiniihoruug voii a; an gowisao 
l)OHoudi'r(‘, Wiu’tho uiunullich wac.hHou muss, olmo dass 
diiruin di<^ KxiHtiniz oiiioa hostiniintou N ITu* jodes indi- 
viduolb' X luiriu’irt. Dieso Art dor Cjonvorgonz lioisat 
ungloiobiniiHsig. 

Hoi dt',r ungbdcdnniiHsigou (’onvergonz verbillt oh sio.b ho, dasa 
dii* (louvorginiz Ixd dor Auniili(u’ung an oiuou bostiimntcn Piiukt, 
otwii an a, iuuuor Hcblochtor wird, in a solbat abor durcb irgond 
oiiion andoron Umstand, indom z. B. hior alio Hy oinon vor- 
sohwiudtnidon Kiiotor btdcominon, winder borgOBtolU wird. 

Kino Uoiho von gloiolunilBBigor Gonvorgonz kdnnou wir auf 
folgondo Art bildoin Kh boi 

6\) + <h “*1 “ “1“ • * • 

oino (‘.onvorgonfco Rtuho von positivon niimoriBoluni (Jliedorn und 

fPo) <]Pa ••• 

oino U(dho von Fuiio.Uoaon von d(u*on Wi'.rtho in ondliohcn 
(Irtnizon (dngOHohlosHon nind. Dium int die*. Hiuho 

(!») 3 ' I Cxfi -] 

gbdoluniiHsig (umvorginit, Howoit die KiinoUonon gn- die gomachton 
VorauHH(d;zungon (^rlullon. Donn bier int, wonn <lio cpv dom ab- 
Holuttni Worth naoli unt(*r (1 liogini 

^ ' " f'n 1= I I X ’ I ('n a } a ■ j • * ' <C (J ((*n 1 1 ""H p a | " • * *)» 

wan (lurch cun von x unabhangigOH n beliebig kloin goniacht 
Worden kamn 


Beis piol 

Zur Krlilutorung dOB HegriHea dor ungloiobrnaRBigon Con- 
vergonz wollon wir (dn Boispiel botruchtori. 

Wir babon im 24 eine Suinnumformol gofundon, namlicb, 
wenn wir "2x cc Hotzen ; 
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Vierter Absohnitt. 


§. 28. 


. 2 fh — j— 1 

sin 06 


(1) 1 2 cos 06 2 cos 2 00 • -j- 2 cos^^c6 == 


. 1 

sin 06 


worin n eine ganze Zahl ist. Wir multipliciren diesen Ausdruck 
init da und integriren ihn zwischen den Grenzen 0 und worin 
X eine zwischen 0 und 2 % gelegene Veranderliche sei, Wir 
finden dann 


, ^ . , 2 sin 2 a? , 2 sin 3 60 , , 2 sin n 60 

a; + 2sina; H ^ ^ ^ 1 h 


n 


( 2 ) 


/» . ^1% 1 
i Sin 06 


. 1 

sin ^ 06 


C? 06 , 


und darin lasst sich nun der Grenziibergang zu unendlichem n 
nach der Formel IV. (§. 15) bewerkstelligen, wenn man (x) 
= £0/ sin 1 / 2 ^ setzt. Man findet so die Summe der unendlichen 
Keihe 

(3) 60 2 sinro 4“ 2 — f- 2 — r 1 — 7t. 

2i o 

Diese Formel gilt, so lange 0 -< 60 <C 2% ist. Die linke 
Seite verschwindet aber fiir x — 0, und erhalt flir negative 

Fig. 3. 

17 



Werthe von 60 den entgegengesetzten Werth wie fiir die gleichen 
positiven. Die Function 

(4) = a; + 2 sina; + 2 + 2 ^ + ... 

geniigt ausserdem der Bedingung 


§• 2S. 


B eispiol. 
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+ 2 7r) = 0(x) -f 2 7r 

uud wil’d durcli das in tig. 3 dargestellte, aus Stllcken paralleler 
gorador Linieu ziisaminengesotzte Diagniinm veranschauliclit. Sie 
hat iiir jedcs x einen bestimmten Werth imd ist eine unstetige 
Function von x. 

Trotzdcin gilt abor der folgende Satz: 

Die lleihe 0(x) ist in dem Intervalle (e, or) 
gleicbmassig convergent, wenn 0 < s < jr. 

Uni dies cinzuselien, bilden wiv den Rest, 


(^0 




n -j- 1 ' " -f- 2 

wolidicr in Folge von (2) und (3j den Werth hat: 

0, „ 

2 


/• . z n + 1 

‘ sin ■ J cc 


00 


^ 


, ] 

sni ~ a 


■ da. 


Dicsen Ansdruck liringen wir, indein wir ziir Abkiirzung 


sotzen, in die Form 
(7) Itn — ^ 


H- 7 = iW' 


sin — a 

A 


sin ft a 

.1" 

sm-a 


' da, 


nnd nacli dem zweiten Mittelwertlisatz ist, wenn | einen Werth 
zwischen e iind x bedentet: 


Hinua y 8 

sin — a sin — 8 . 

2 2 »/ 


(«) 


m\^a 

a 

/j I 

sin a 


d a — |— 


. 1 

sin — X 

^ 1 


sin a a , 
— da 


fix 

r 


X 


.1 I . ''“ + T 1 
Kiu-fj 

flB € 

nun ist fin- jedes positive a;, wus Ideiner als it ist: 

II i 0 m iin n - W 1) o r , Parliollo miTorontialgloicluingon, 


Sin a 
a 


da^ 


V irr t A Iksi* 1j im I f 



sni .r 


* s I n f < 

luid {1<M- (Ics Intr'^rals dti \4 il;is In. 


to'’’ral 


(I CA nbsolut kli-inrr al'-* aim* Urlirhi* 


klaijia (iriisse to, wrnn n uinl h hfijla arn^^***!* ^iinl ;i!s t-im 
liiiililiifjjliah Zalil r. lliamuN fr.sirlil man, man li 

von a; inial>hiin^iii;, so ^mss aiiiirlninai kjtnii, tkiNS tlas lutr 
gral ( 8 ) l)(*li(‘ln#^ kloiii wink 
Dii iVrmo* 


lini .T 


dfi o 


ist, uinl j' in ilit'scni AuMlrut’k iihorhaupi nii’ld vurkomuit , s 
kaiui luau anrli not’li ^ so gmss atua'luiion, ila-^ ili*' niilrrm 
uiul (lainit dm* gan/a* Austlnu'k II, ^ Inditdng kUnn luid, w<iriu iti 
gloiclnniisHign Oonvorganz lit‘gt, 

l)i(‘mdb(‘ lUdrachtiuig liisHt siah utn-h uni’ das Intrrval! \n 
Tt bis 23 t: — b. auwandmi, uinl daraus Iblgt , da v. dn* Ibdh 
in eiinun Iniarvall (n, h\ worin 

n ‘ it , a* . h • ‘J ,T ♦ 
gloic.luuilsHig (uuivcu'giii. 

Din glnicluniissigu Ckuivurgmiz Inbt abm aui', wrun di 
Inti'rvall (ilr a' bis () od(U’ bis 2 7r aiiHgrdrhnt \urd. 

Dcuui nuicluui wir in ((Ij di«* Sidishtutiun 


:n t I 


^ /k 


so orluili(Ui wir: 


lin Tt 


(‘in ] 1 ) sin 


(i fi 


Tind liioriii kann man, wio gmss amdi 


H scan mag. s nium*r 




Sti'tip^kcit u non (Hi ell or lleihon. 


()7 


kloin aimchnuMi , dass dns Iiitei^vnl kidielag kleiu uiid lln also 
versed iwiiideud kledn wird. (Tlcicdiwohl hdrt die Gonvergeuz 
(lev Ueilu'. iin Puidcte .r rr- () solber nicht aiif, weil dort 

alle Gliedor einzedn versehwiiulon, 

S. 

SttG;i^'k eit, 1 a i;o^n‘a.iiou uad I)i rr(‘reu t iation 
uu en(llich{',r Ii,eih ea. 


1. ^’1 (*.i elnuilssig coaverginite llidlio, deven 

(Jflieuler steti^jfe KuTuGioucu einer Varial)l(Mi 
si ad, ist; solbst cine steiti^^o 1^' a action von a;. 



Ms H(‘i aiuuli(‘,h 


(>) 

II ^ 

-- ■«,, -j- w, -1 ■ Ma -1 

(due 

in irgoad (duou) 

Iiitorviill gloic.lunaHsig c.oiivf.rgontci Uiiilu!, 


Man Kctze 


C-^) 

7> 

Un-\ K 


/i-n “ .1- 1 + i(n 1 - 2 • ]■ 


Niaaat inau a so ^ross, dass Jt^ in deal gan/iOn Ijiteirvnll 
khdaia* ais laai^ l)oli(d)ig kloia('- (iriissc to wird, so siad aiudi die 
Sc.hwjuikungen vou /in uatta* di(‘s(‘,r (lreir/(^, uiid dji (In ^aue 
sttd.ig(‘. Kuaction vou x ist, so kauu niiui die Veriludernug von 
X so klinn lajudiea, dass aucdi dii', Sediwa-nkungon von Un kloiuer 
als (uati Ixdiebig khuat; (Jidissc co' wcu’doa. Dana sind dic^ Sednvaa- 
kangeu vcm If kkaaei’ als m | • o)\ w. z. 1). w. 

IsH seien) jetzt a and x zwca Idiukte dos liiicrvalls, in deni 
di(^ Rnilu* II gbuclimilsHig coavergirt and (‘S weaak^. 

,T X .« 

(.’i) (’n '’i “ /’a — j U~idx^... 

(t i( r( 

g(‘set,'/k Dana ergiebt siedi aus der /iOrleguag (2) sofort 

X 

( 4 ) r I" e/f/.r - /!„ - I- A', -| ?,'a -h 

(( 

(b la aulu kaan (due gleiebnuisHig convergeaio Reilu', dadure.h 
ini(‘grij’(ai, dass a)aa jedes oiazidac^ ilirer Gliodtu' iategrirt. Wean 
aber di(‘ gbde.liiaii.Hsige Coavergeaz od(‘r die Gonverge.az iil>cr*- 

5 


Vidrirr AbHolinitrl.. 




()S 


haupl lur Koilu‘ U in eiuznlneii rmiktini auriiiirl, wilbrniid 
(lio ( ’niivtu‘{j;(‘nz dt'r licilu'. T iilan' (lias(‘n Ibinkt 

liiiiiiiis |bri.l)(‘s(('}it, so rr^'icd)!. sioli, da das lub'gi'al iimncu* aiiu^ sl.(‘l.ii’'o 
Function sciinn* (d)cu*on (Jronzii ist, niit lliilib dos Sat/c's 1., dass 
die Fornn'l (1) aindi danii nocdi richli,iJj ist, wtnin ,r in oinnn 
soIcIkui Funkt filllt, odor ul)or ihn liinaus^i‘hl. Wir lialaui aJso 
d(Mi Satz: 


2, Fiiu* Roilio A/, vou oiuz(‘. liu'u Punkt(ui ah- 

fj; CHI* hen, ^^loicli ni itssi^ oo n ir t, liisst si(‘h 
d u roll In t(‘gra.ti o n ilin* r in u zc.l n c n (Hi o d or 
intogriron, wonn dii^ dur(‘di 1 n toi^init ion i*nt~ 
stand 0 n t» Re i ho ^1 o i h m iiss i fjj (* o n v or ^i r t. 

Auh du'som Sa,tzo liisst sicli Icioht oin (‘nlsproc.lunidi*!' SiiU 
iiher die Diflereniia-tion oimn' Roiho a.l)l('iton. 

V). Wonn r,M r, , Cj,, ... stotigo Fuuc,tioni‘u von x 
sind, iind 

(T)) r ■ ■ ! A I r, |..- 

c.ouvcrgl rt, wen II rornc‘r die R(!ilic 

(h\, f/cj //r.j , 

7 lx *■ dx ’’ dx 


«0 


in einoiu hidiohig klcinon den Worth x I'lit- 
halt 0 u d 0 n I u t o r v al 1 g 1 o i (*, h m il s s i g c o u v o r g i r t , 
HO ist 

. f/o, , (hh . 

(lx (lx (lx dx 


Dies ergieht sioh, wonn man die. Roiho ((>) naeh ihnn 
Satzo 2. intogrirt 


:io. 

Hois pie 1. 


VYir ludien die Reihonsiimino gofuuden: 


(i) 


7C 


X 


2 sin a’ j 2 


sin 2 a; 


2 


sin ;Lr 


(lio in dom Iniorvall 0 • ;r ^ 2% giiltig and in deni Inlc»r«* 
vail (a, H) §. 2H ghuchinilsBig convergent ist. Da dnreh Inte- 
gration dioBor Ridho nine nnlmdingt und gleiidnniiHsig eonver- 
girende Roiho ontsloht, ho ist die Integration von t) liin x 


S ' '*> 0 . 


Kcinpiel. 


69 


Htatti't, uud wiv orhalten ciuo bis x = ‘In einsohliesslich gilltige 
Fdi’im'l 


C - i ) 


nx 


x'- 


cos X 


I 


cos 2 X 
4 

4 


cos o X 
9 
1_ 

[} 


G0S4:X 


+ 


— + 
16 ^ 


Scl,z(!u wii’ hierin x n, sd la'giobt sich 

'•*) ^ - I ' l ) + + ■■■’ 

tuul nun ki'nuuni wir iiuch die in dor zweiteu Zeile der Formel 
(2) sUdu'iuU'. convcr^i'.ntc nuinonschc Ucilie siunmixen. Setzen 
wir, uni dii'H auszufuhrou 


1 




A + J _ + 

:■!() ^ ^ 
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1_ 

4 '' <) 

SI) i!rgii‘l)t sicb niit Hiilfo you (6) 

7 ? ii 1 I 

— _|. 

4 V ^ -t ' 0 
woi'fius sich « 5J''/6, also 

. , ' I 1 I ' 1 ’ 1 

( 4 ) 1 -!■ j + ij -- i - xri '^ + 

<n*gicl)t;, Doiunaidi linden wir aus (2) dio folgendo Roihensmnine: 


IG 


”“ 1 — ) ^ 


7t- 

' T 


U>) 


coH.r 
I 


c.oa 9 X’ 
9 


cos 4- X 
]()■ 


(x 


’12 


4 . 


cos 2 X 
4 

giilUg in dcni InUnwall 

0 X » 2 3 r . 

Dio K(‘ilic aur dor lin- 
ken Scitc dicHtn* iMirnud 
isl ciiu‘. g(‘radc. perio- 
disc. he. K unction mit 
dtn* Ihu’iodc 2 tnr. Sic 
kann tlurch ciiui stctigi^ 

Ourvt^ dargcsUdlt werden, di(‘^ sicli aus lauter symnietiisclien 
Parabidlidgcni '/usaminonsotzt. 

Man kann a ns (5) vcrschicdenc andcre Formelii aldeitcu, 
von ihnnni (nnigt*- angcliihrt scin iniigon. 
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Vi<M*ifr A u it i. 




Ersotzt. man in (5) .r iluir.li .»• | -t. so .-riiiill uiau 


( 6 ) 


( • Ip COSJI./' 

— J 

II I 


oilio Koi'iiicl, ilii' in dniu liitcrvall 
Woini wir ihuui ((>) vnn fro 
liiO'rvall 0 7t. 

cos (2 a • 1 ).f‘ 
^ ( 2 n I IP 

n 0 



.T''* 


;r ^ 

suhtrahin'u , •» 


,T(.T 

.1 


')• 


{’lir itas 


Dio Func.tioiu'u, (lit*, auf tier liuk(*ii Srit(* vnji ifO imil (7) 
stolion, wt^rdcu durt^h alH‘r striiLt 

r>. 


I 



Liiiiou (lari^t^siallt, dit^ lici ((I) huh Parnb<*llint^(na hri (Vj tim '.ri'ntd* 
Stracktai znHamnicnK(‘m*.t'/t sind, mv dir Kti'. 4 and .4 /ri^aa) 


:n, 

K()tiri(U’’Hrlit‘ Hid hr n. 

Die uufh Fourit^r hruatinlru Itrihru tiahru dm Zwnli 
(duo f((^g(d)oa(^ Fimciion (p(j'} in riiw Urihr /u rtOwic-krla, di 
nar-h sinus uiul oosinuH dtu' Virlhudirn tlrs Antuniria^ r furl 
sc.hroitot, und dit* also die^ Form hat 

I. (p (aO * ("0 ‘t' H i " 

I ly 1 oosa* j ! /r. inr-k.’ia" ' 

woriii dit'. Uij Uj, //„, //,j, Aj, vun r iinahlnnngiM 

('(Kdllcioutuu mild, Snlchi* Ilfihrn umiuui wir aurli trignur 
niotriBoho Rt'ilunu Sotyani wir dii* (‘niivrrKrn;^, dir^^rr lhali 



S- :5i. 


Kniirio.r’M'he linihcu. 
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vonuis, so iiiulorl, sio a,.r I’eriodicitiit der Functiouen 

sin.c, oosu; ihnui Wcudli iiic.lil;, wcim ,-t; um vermehrt wird, 
und donmuch ka,mi die. l''uiic.i;iou lioclistens in einem Inter- 
vnll von doiMiriisHo ‘J ir willkiirlioh soin. Diiriiher liinaus wiedcr- 
liolini sich WiM’l.ho p i o di s cJi. 

Imioidinll) oliH's soltdion lutorvalk iinig nun die Function 
liolii'hig g(‘g(d)(m soin. Sio H(dl sick auck aus Tkeilen zu- 
H!inunfnsot.zo.ii kiiniu-n, di(\ in vcrsckiedcncn Stiickon des Inter- 
valln vcrsidiicdt'iicn aiiid.ytistduni Gcsotzen I'olgon, auck kann sie 
Ikisti'l.igkoil.cn lin.!i(>n; nnv soli sio don Uodingungeu dcs Satzes 
1(1, Y. untonvorron s('in. 

Wium wii- voi'ansaotzon, dass diii Iloiko I. naok §. 21) gliod- 
wnisn int.(!grirl»ii,r ist, so lasson si(!k dio Coiifiicicnten I'eickt duvcdi 
Intogralo ausdriud<(ni. Wii- kakon nilnilick, wonn m und n bc- 
liokigo giinzo Zalilon siiid, die wir niclit nogativ anzunekmen 
liraiudu'ii, woil siiuH.j' c.usn.c (duo ungerado Function ist: 


/r 

j sin m x cos mv dx — O; 

■ < rf 

f(‘nu‘r : 

1 sin mx sin mnlx 


• ‘t 

jcos(i// n)x(lx 

f 


I ff 

jc.()s(7;£ I 

ft 


1 


i n 

Ic.iml/H, 


j i‘ns ))i X rns )hr dx 

■T 

\ rr 

ii).i-d.r- 1 I cos (at I 

rf 


n) X d X rrr:: 0, WGn 11 HI H 

TT, wonn — n'^0 


u) X dx ~ 0, womn m 5^ 

~ jt, wonn m — n >> 0 

■vvenn^?^ — = 


Wonn wir Incunnuli tli<\ llinlio I. init und init 

vi)Hmxflx niulliplioinni und zwisolioii donGronzcn —tc iind -*1 - tt 
into‘i;riron, sn frlialiuui wir 
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Vierter Abschuitt. 


§. 32. 


( 1 ) 


+ Tt 

= — I 9 (^) sin mxdx^ 


+ 7t 

“I g? (^) Go^mxdx^ 


von clenen die letzte aucli noch fiir m = 0 gilt. 

Hieraus ergiebt sich also, dass die Darstellung einer Func- 
tion (p {x) durch die Formel 1. lidclistens auf eine Art mdglich 
ist, wenn wir verlangen, dass die Reilie gliedweise integrirbar 
sein solli). 

Setzen wir die oben angegebene Periodicitat der Function 
tp{x) voraus, so kbnneu wir, wenn c ein beliebiger Wertb ist, 
aucb setzen 


( 2 ) 


(i*f 7t 

ctm = ^ 1 9 (^) sin m x dx^ 

C — Tt 


(! -f- 7? 

f (p{x) co%mxdx. 


ti — 7t 


Denn es ist nacb dieser Voraussetzung z. B. 

c + jt: c — 7 t 

I (p(x) sinmxdx = | qp (^r) sin mxdx^ 

n — 7T. 


wie man durcli die {Substitution x — erkennt, unci 

hierdurch werden die beiden Ausdriicke von a,H auf einander 
zurlickgefuhrt. Fjbenso 


§. 32. 

Summation der trigonom e trisclien Reihe. 

Um aber zu zeigen, dass jede Function qp(aj), die den an- 
gegebenen Forderungen geniigt, in eine trigonometrische Pieihe 
entwickelbar ist, miissen wir nach Di rich let’s Vorgang die 


Dass aucii oliue diese Forderung eine zweite Enlwickelung einer 
Function in eine trigonometrische Keihe nicht moglich ist, hat Gr. Cantor 
bewiesen (Crelle^s Journ., Bd. 72). 


iSiiiunuU iou (Itii* I i'i«-nu(iinci‘.riflch t‘u Koilu.*, 


7;) 


{i. 


Suninio (ler n erst(‘n Glioder dor Rcilio l)ilden, xiud dauu n 
ins Uiunidliche waolisini litsscn. Woiiu sicli diiun zoigt, dass dio 
Suiiiiu(‘- (loin (ironzworth zustrebt, dauii ist die Entwickcl- 

l)iirlc(‘it er\vi(‘Son. Sotzeii wir 

(I) ~ sin .7: (in siiGJa: ~| - ••• (hi siu nx 

-I • i- /j() cos a; • 1 />oC()s‘J.7; | - /;,iOOs 


und suhstit.uinni iVir dio Cod(Tuu(‘.ntcn 6,^ die Ansdriicko 

{^,,‘11 (2), in domni wir die Ink'gratioiiHvariablc init a l)(‘zoiclmen, 
so orgi('.l)t sii'h: 

'■ 1- 

(2) »S',. ~ “ I («) I ;r H" O' -- «) “h '■<>« - (■'■' — • ~1 

cos ;?- (a’ — «)| doc 


und ilurcli Anwondung tUu’ Sunmunifornud §. 28 , (1): 
d’ ^ .2 n 11 


(•‘0 


2^ 


sin 


(a ^ a) 


J 

(' -- Tt 


'/'(«) 1 

Hin 7- (a: — «) 


doc, 


odi*r, wenn iniin unt(‘r doin Integral, zoiolion a -- x | soUt: 

r \ /r- . 1 ; 


('4) 




1 

2^r: 


. 2 n I 1 . 
sin /i 

q>(.r-j /i) : dfi 

sin (i 


Wiililt. limn i! so, ilnss 

7t ■ 1 ■ ^ ■ I 

■A. It. r • HO Him! ilio ImiiUin (iroimcii dos IntoKrnls (4) von 
vorsohiotloniMi Vorzoioluin uiul lio^ou zwisohon — 2 ji: und - j- 2jr, 
un<l donnmc.h kiinncn wir don (IroiizwortU vou hn naoh dciu 
Tlii'oroin Hi, V. liosUmnii'u, wonn wir dariu 

r—. q)(x '[■ ft) 

sin :jt> 


s(‘i/,(‘n, und wir linden so: 
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Yii-rtt-r AliM-liiiiU. 


(Ti) limbs',, ■ .*, '/’iO'' ! **) : 7 “H' 

H I 

tuler also, wonu 9^1.'*) lui iU‘r Slolh* r i^t, (yi.r\: 

I)i(\ Ft) u r i 0 r \s f h t‘ Funnel I, mil tlou In-stiin- 
niuiijiijiMi (1) oil IT (2) *’»I ?‘in a No, wi-un ilir 

Fun 0 ti o u c/) (,r) in i‘inom lutorvall vtuo Fuit’an,^^ 
‘Jyr tltMi lU‘,(lin[2:unii;on ii. 1(1, V. 

fi^t'gobcni ist, wiMui sio porioilisoh ist mil iFt 
IN u'ioilo 2 7r, untl wimiu sio an oiiuM' rn^tcii*'- 
kt'itHsl.ollo (Ion Mittolworlli »lor hoiih-n dort 
'/, 0 sum m (‘ u s t o ss (Ml (1 0 n W t‘ r f li o ha t. 


litmondtMM^ l''onn('U dor l*‘oti rio r'-u’ ho n Uoiho. 

Wtmii man in dm’ nurslollun^*: 'A‘2 vun dor Furimd (lo 
bniuo.h marht 

2 noH ?/(’./' • f4) ■■ t , 

so kaiin man dm’ nun bowh'sonon Fourior’solom ItuHtollun^ 
dm* Fimotion (p(jr) din horm ^p’bon 

S *f 

I **' \ 

I'S “ ,, f/ (re)/’”' -'‘tifi 

M 7 t "•—>*/ ) 

H 

odor, indmu man .r und a d\iroU ttj' and nn nntl t; r| dundi 
q) (.r) m’Ht'b.t: 

' I 

I ^ r 

I'’. (pl.r) — ^ 

wo ahoi' in tU‘i‘ Ictzlcni Koniiol ilio rorimlo i1*t I’lim-iiini tf (,/■) 
iiidit iiHilir 2w, .soniloni 2 wt. 

Wii' lialicii (iTiuT hiiT, iiluilifh wic In-i ilm I'A.nriiT'M'hcn 
Iiitof'ralon, dio licidnn Hiicriidlau Kiillo li«rvi.r/.»di obrii, da^H f/ I./ ) 
nine gorado odm* oinn ungorado Fuuotioii jhI , d. h , dasn 
(jj(— .r) ” 9 (a j odor int. 




BcHtMiclcre Kurinen <ler Ko ur ier’sclien Keilic. 
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1st /uniichst uiigcrtule, so ist nach §. ol, (1) 


\ 7T 

7 T (l,n I 9 (.^O dOD = 

■ - .r 



7 t- h„ 


A-.r 

j g; (.r) cos vi.r (lx ~ 0, 


\iiuL ('lit'Hso orj’iobi; sioh, w'^oiin (p (x) geracle ist, = 0. 
Ma,!) (‘.rliillt a.\if diase Weise 


11. (j) (x) ai siui^; 4" ^*2 sin 12 a-' 4 - sin 3. a; 4 - **• 

/r 

^ g? to) sin m x (lx 

^ j 

0 


III. (p [,!■) — i h(, + I'^i cos X X ^■'2 cos 2 * -|- &3 cos 3 .-i; -j- • • • 

7t 

2 f 

to, “ — ()) (x) oosmxdx. 

TT. j 

(I 


flita* k(imiou dio Fuiuitioneu (p(x) in dem Intervall (0, tc) 
gt'f^c.lion sciii. Es kaiin aucli z. B. in beitien Formeln 
qi{x) (lif'sclho k'niiction darstolloji. Ueber dieses Intervall setzt 
sic.h (lit) lUnlie im orsten Fallo als uugerade, im zweiten als 
go rad (i, niul in bcidon Fallon als poriodisebe Function von x 
Ibrt. Bio Forinol II. giobt cp (0) = 0, irnd wenn also 9 (+ 0) 
niolit rr-; 0 ist, so ist die lloibe II. bci » = 0 unstetig. Die 
lloilu; III. (U’giobt q> ( — 0) = b)' C'lso Stetigkeit bei x == 0. 

Will man oino Function ontvvickeln, die anstatt der Periode 
2 7 r oino boliobigo andore Poriodo 2Z bat, so kann man in der 
Formed §. 31, 1. nx/l an Btello von x und dann wieder 9 (.v:) 
statt (pinxjl) Hotzon. Dann Undct man 


IV. 


(/) (.r) = Ui sin -j 


nx I • 0 srrr , 
sin — f- sin 2 -j — \- 


■ Q _L 

flg Sin 3 — f- 



7 CX 


and darin ist, woiin c cine bcliebige Griisse bedeutet, nacb 

dl, ( 2 ); 
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Vierter Abscbnitt. 


§. 34. 





1 (p (x) sill m 

TCX 

1 

dx 

c~l 


c “}- Z 



j* (p {x) cos m 

TCX 

1 

dx. 


c—l 


Audi hier lassen sich dann die beiden speciellen Falle II., III. 
liervorheben. 


§. 34 . 

Beispiele. 

Als Beispiel wollen wir die Function (p(x) betrachten, die 
in dem Intervall (0, jt) gleicli x ist. Wenn wir diese Function 
als gerade Function fortsetzen, so bleibt sie aucb bei perio- 

Fig- t>- Fig. 7. 



discber Fortsetzung stetig. Wenn sie aber als ungerade Func- 
tion fortgesetzt wird, so wird sie bei den ungeraden Vielfachen 
von 7t unstetig. 

Wir wenden also jetzt II. und III. an, und erlialten aus 
den Formeln 

d (x cosmx) =: dx (oosmx — 7nx sin mx)^ 
d (x sin mx) dx (siting ~|~ mx cosmos) 
diucli Integration 

7t 

7t COSW7C 

m ’ 


X sin mxd x = — 


X cos m xdx = 


cos m 7t 


m 


2 


s. 


rM‘is\U{‘U'. 
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ulul filr 7^/ ' 0 


xd x rr - 


%- 

' T ' 


(0 

C - i ) 


Da nun i‘.()S77/.?r 1. odor — 1 ist, jc iiaohdeiu m 

ijrorailt‘. odc‘.r un‘i;ora(lo ist, so (U'|i>;ol)ou (lic‘. Kormelu IL, III. die 
lur das Int(n*va.ll (0, 7t) I'aii.wi(dvo’luue;ou 

./■ sin ;r sin 2. 7 : . sinJDr sin 4 a; 

2 ' '1 2 d 4 " ‘ 

.r Jf. 2 ^(’osa‘ ^ c.osH.r , ('^osB.r , 

2 4 ™ tt : \ liT’i I ’ 52 

Di(»S(‘ Iteilnni sind iin (Jrundn nur a.iid(',ro Fornniii dor Kiit- 
wiok(dniijL»'(ni t;. Hi) (1) nnd (7). 

Man kanii daraus niaiinigfaolio vSiunmonfonncdu ableitcii, von 
donou l'olgend(*, Ikdspicdo angcd’illirt; soiu nn’igoii: Sctzt man 

a' — ^/o 3r, HO orliillt man aus (1) die Leihnitz’scdio Reilio 

4 . d ' 5 7 ‘ 


(‘•0 


nmu {i1)(‘r iu (1) x ” jr, so folgt 


TT 

H 


I 

V 2 


n y - 


y - 


1 

Tfi 


nnd liicniUK init Ii(',uul.Kiing von (B) 

^ 1 I 1 > ' I ' I > 

( 4 ) ■ I I |.. ... . I , 

Urn nooh oiu nndort^s lUdspiol y.u g(‘l)en, wollon wir die 
Function sin .c in (dno DosinuH- Rcihe ontwi(ik(dn. Tragon wir 


t ' ipr . H . 


don \ V ( n‘th dtn ' llciho a , U(‘Ji 
iibcn * das lutorvall ( 0 , tt) 
als Ordinate oiiun ’ (' uvv ('- 
a , ur , HO (‘rhalton wir , wi (^ 

Fig. 8 z(ugt, i*ino a.us 
Hdgcni dor BinuH-Ianii* 
zuHanmumg(‘.H(*tzti^ Ourvo, 
die gn.n'/i auf dor positive'll 
Seite dor ;r-Axe vo.rliiuft. 

I)ie(’urvo. ist zwa,r stotig, 

hat abor Inn den Vied la, chon von 7t Kcdcou. Weuden wir also 
die. Formed MI. an, sei ergiedit sicdi 
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Vii'itff .VliiuUuin. 


,r,> I, — ~ sin ,r ctis ))( . '■(/ .»■ 

(■IJ I/m ^ 


^ 4 


1 


■ « \ »< • ' 

uiul fill* m 'K ' 


1 ,rus(Hi ■ h-T I 


(«) 


sin .1 < 


Ij' 


Aus (H) 


A tt. " ■ 




I ^ 

1 1 

Wir crlniUnu alsn .lin /avi-.-U.-n u nn.l .i 

I 


3T . 
SlU.r 


‘J J 


.-M', 4 


(iriul lU'l' I'ttuvnrs^nli-/. > 1 ' 1 ‘ 


m '4 I' M I ’ 


Ks ist, nmi iinnli vnn Intt-tf . , ihi--. »i 

(trail ili'i' Alinahiiti* <l' i’ ’ 
fichim lUiihinv luit mn'inUi. h w... lis.-n>i- u. s 
liililcn Iciuiii. Wir »<'tz.-n .U-- lisii- j- nn 

tiim Vilnius, nlllU* UUs/.lIHrlth.-i'.. !; , .I s 

iluolUuit in fiufiti I’lmkti- uu. n.lln !. ati-i 
Kdllmt svoUfit wir als nmlUcU v.uauv.. i •. n. 1 

(/f/i(.ni-ns»J- 1 


( 1 ) 


(l(p{j n.f 

dx 


tj ’ t.f j n ti i 


Winl tli** FuiH^linu q I.I t JU rUi>‘ iin I u. 
St) m’halt uian hri tbn* \uh-.xudn*n 4 i liu.L- 
ilriU’kt’ (UuuliT vnn ili-r 1 Mvm 



({riul (Icr (Iniivi'r^'t'iiz dur Fiuiricr’schen Keihe. 
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[rpijl — 0) 0)1 cos^^^^, 

|(;>(fr. ---• 0) (p{fi - | . 0)1 m\na^ 

iitul (lifsi* (IrossiMi ktuuKMi zwjir bni imeudlicli wachsenclen n 
iiujuiriidrlich hill uml her sclnvankeii, ^ehcii aber aiicht liber ge- 
wisse. tMidlirlu^ (inMizi'ii hiiiaiiH. Das niimlicho gilt von den 
Inti'grahni 

j e.DS j f// (rr) sin ‘), 

mid dmmuieh (M’gi(d)t sie.h dureh lutogration von (1) nach 
:il, { I ) dor Salz: 

1. Woun (lie Kuuc.tiou (j) 0^‘) cndlic.h ist, so 

bloilH'u die hrodiicto u hn^ hoi unendlich 

wachseiid nm u in luidlichen Grcnyicn eingc- 

S(’. hi OSHO u, 

Wenn dii^ Function (/)(.r) als stotig voransgesetzt wircl, so 
wio’di'ii die hit(‘grale der Func'/tioiuni auf dor linkeii Seitc von 
(1) gloioh Null, und wir (‘rhalten 

I 

n fo, ' ■ ' ' - (.r) cos nx dx, 

- • rr 

I, 

iihn (//(.'i;)sin a,7w/,r, 

7t J 

rr 

wnraus man, wimn man in 1. cp (.r) durtth (x) ersetzt, 
schlii‘SH('U kann : 

‘J. \Vt‘nu di(‘. FuiuDiiou solbst st(‘,tig und {x) 
(‘udruDi ist, so si 11(1 (in, l><ii unendlich 

\va (’hsi‘ n d (Ml \i (Midlicili, 

9 Wir mihnifM Incr imaua’ aa, (Iiihh aacli unddiclK'Uicronl^ilTc- 

iM'ui iuhjunl ifiitcMi , NO vvcil. Hie. in konnaen, in eincni endlicheu 

Intrrvull uialil luuvadiiidi vadci Maxitiui und Miniina habcai. Dann kann 
jjuoi auM >lur lOiullicJikril tins Inica'ralH 

j 

ant dio Dmllirddodl. <h*r li(dd(*n Inicgrah^ 

j f/' (.r) t:t)H n X f/.r, j v' CD «i» 

rnddu-imrih Autdi inifiidliidi viidu, niiHlol.ipfkidmn Rind hiiir ITir und 

Htdnn IiilVnrniiliahiuniii'ittMi auH^^CHidikiHHun. 
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Vierter Absclinitt. 


§. 35, 

uad daraiis erlililt man durcli vollstanclige Induction: 

3. Wenii die Function (p (x) mit ihren h ■ — 1 
ersten Ableitungen endlich und stetig, uud 
die Ableitung noch endlich ist, so sind 
+ tnit unendlicli wachsenden n 

endlich. 

Wenn also die zu entwichelnde Function (p{x) stetig ist, so 
ist die Convergenz der Fourier’schen lleihe immer eine un- 
bedingte. 

Wenn es sich darum handelt, eine Function zu entwickelii, 
deren analytisches Gesetz nicht bekamit, die also z. B. graphisch 
Oder durch Beobachtungen gegeben ist, so sind die Functions- 
werthe auch nicht fiir alle Argumentwerthe und nicht mit abso- 
luter Scharfe bekannt. Es lassen sich dann die Coefficienten 
der Reihe auch nnr bis zu eiiiem gemssen Range bin und nur 
naherungsweise berechnen und man erhalt dann einen analyti- 
schen Ausdruck, der innerhalb der Grenzen der Genauigkeit 
der Daten mit der darzustellenden Function ubereinstimmt. Ist 
die Function unstetig, so wird in nachster Nahe der Unstetig- 
keitsstelle der Fehler immer gross bleiben. Berechnet man aber 
eine hinlangliche Gliederzahl und mit genligender Genauigkeit, 
so kann man das Gebiet dieser grosseren Fehler entsprechend 
einengen. 


Kinirtur Abschnitt 


Mohrfaolie In teg rale. 

§. Hi). 

M (dir fa (ill 0 I n t (} gr al e. 

Wir Hind Hidion boi unsoriiu bishcrigeu Botrachtmgen Doppel- 
intc^grabai brgcigiiet, jGdocJi lialam wir sie cla nur als das Ergeb- 
niHH (‘inar '/wciiinnl natdi oinaudor auszurUlirendon cinfachen Inte- 
gralinii a,iirgorasKt. Wir hntracihteu 
sit‘. als s(‘lbsiiiiuUg(ni Ib'.gviir. 

I Wir dio .r7/-Kb(iiio 

diirr.h (uno /wtafaclu'. Sc.liaar 
paralbdor (li'nidiai inul giN'iizan 
daun irg(‘,ud aiii ini{nicIu.‘sFlii(;lu^Ti- 
HtUc.k F diindi t‘ino gBHc.blnsscaio 
Linii‘ ab, Ks isl aac.h iiichl aus- 
g(*s(‘.hU>HHan, dass dia Ik^grcinzutig 
aus nudmnnai gtdrcuubai Linicai 
brsitdii lUid alsi) lKas)md8Wc.d8(i 
<uri(‘ ringr<»rudg(*, liai, Kh 

stn d'Mwx cim’ FiUKdioii dor Coordinatoii dio iix ciiiem 

Ibudvlo I (Uai W(jrUiy’(s) bala^; oiuen Holclicn Punkt | nclimen 
wir in jtnUau (Uir KiudiUudvt' (V, in dio wir die Ebene eingetheilt 
hnb(Ui, Howtut sio (aitw(Hh‘r gaiiz odor au(di mir tbeilweiso in der 
Fliudat F lit*gc‘n. 

FaUir (ban I)()ppoliutogralo 

j j /(•'■>.'/) 


I'-ig. 9 . 



JlkMuaiiu “ W»‘lM«r , l'iutit‘l!o l)i(ii'ri'nlIivlKli’i«Uungmi. 


0 
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Kiinl'tor Aliscliuitt. 


genommen liber die Fliicbe I<\ verstelu'U wir diinu deii (inmz- 
■werth der Siimme 
( 1 ) 

wenn man die Jioelitocke cV nach beiden IHmensioumi tuirmllii'h 
klein wci’den liisst; nnd wit', lioi deu ('inlac.lii'ii hitegfiilfU las^l. 
sicli beweisen, dass cin solcbov bestimmtt'.r (treiizwt'i’th \tiiluuiil>'i> 
ist, womi die Function /(.r,,v) s to tig aiigt'iuuium'ii wir.l. Ks ist 
(lann gleicligiiltig, ob man dit' Rtu'.litcc.ki'., ilii' nur ztnn I Imil 
iiinerlialb I'’ liegen, zii der Smnme (1) hiiizu niiumt oiler nus- 
scblicsst, und man sieht aucli obe.n.so cin, dims man statt det 
Eintlieilung in Uechtecke oine boliebige. amlere F.iidheilnug von 
I'' in Elcmente wilhlen kanii, wenn ditsse Fle.mente nur nach 
alien Seiten bin nnendlieh kltiin werden, t'twa wie die I'ig. in 
zeigt. 

Ilicrnacb liisst aicli danii aucb tins Doppelintegral iltirelt 
eine zweimal nacb einander auszunihrendt' eini'aelie Inlegralitni 

liestimini'ti, iiidein man /.nniielml elwa. 
If rosthillt und dun (inur/wurih diu' 
Sunuui' 

(In y. d.r 

lidstiinint, niul dann nucdi tdninal, dn« 
Simnnc in lUv/.n/;' aul* tl if Inblul uutl 
uhcnnalH zur (Irunzu 

Man kann <lit* ntdiuitinn iIuh Intf‘- 
auch auT dun I’all nuNtluluiuii, 
(lass an uiiicr Liniu. unBtu.tig wird^ alnu m lunduu Suilrtt 

diosor Linio W(?.rtbu von ondliuhor DilTun'nz hut. Man Imt dann 
iinr (lio Fliudie F in Stiicko zti zurlujL^uui, und laddu Srdtun tninu* 
Unstctigkoitalinin zur Bngrunzung ji'. (dnur diusur 1‘liui!tliiuhuu 
lunzuzunclimcn. 

Int('gralu, hui dcuuu diu Function in (dnuin Pnnktu unund 
licdi Avird, inuss man daduveh crkliirun, dasM man dun I nundliuli* 
keitspunkt dundi cine Iliillci von dom Intugraticm^gutnufM F 
ausschlicsst und dann diu Ililllu. unuiullich kluin wmnlun U-thl, 
Es ist dahei niclit a-iisguschlosHtui, dasn di(^ (irunzwurtln* t\vh 
Integrals von dor Art iiud Wense* ahlningim, Aviu niuh dir Iliillr 
dem Unstetigk(Mtspiinkt(‘ anniilmri, was in dun j'inzidnun F:iUru 
hesondurs untursiudit wcuahui muss. Aidinliuli vurhiilt us ^irh, 
wenn die Grenzeu dor Intogra,ti(ni luuuidlitdi wc’rdun. 



:; 7 . 


'I’ransrHiMtJ iit i on \ u u II iiiiin i n tcj^’ru h' n. 


8:> 


Wt'un man tli«‘ Funnlioii / (./•,//) ilun'.h tniu'. auf dt^v j‘//- 
I'linMin siiikrt'i'lit - OriUmilp (nn(*r kniimuon Kliloln' 

(larstnlli , si> orhiili- ilas lkni)inUutci!;r;il dit^ lUulnuiuii^^ eiiu‘s 
Vtihiiiifiis, 

Itiur/. flu'usn \nrhiilt t's sirh min mil dim drniincdum Into 
i*;rahm ( Kaumiuir^niltm | 



lUnr lias lut(*‘^raUousoidui‘l inn Vnlunum , was vnn iuiit*r 
uilnr nudirnrim ^j!;rscliliissinitm Kliiidum In'fjjrini/l ist. l)irs Vulumiui 
wird aut' ir^mid inm* Wnisn in IChmundr tnu^idhtnlU jislns dinstn* 
KUmifntf* wird mil finmn I'‘uiirt innswindln', dm* innmu scinm* 
IMudvti’ mmotmrt , nmUipUrirl nud dm* (irmi/Avm'tU dm* Sinninn 
allm* tlirsrr l^rndurlo ^mmaumm, wmm Jinlrn Vuluimmidmnout 
narh allmi Dimmisitnum unmidlii’li klinu wird» 

Ui»* lin/ant’lmtin^swinsi' (2) fur das lvauminli*a;nil mitspriidit 
df‘r Vorstidlun^C, dnss din Vnlummudmumiln rm*htAvinkli^n Ikirallid- 
npipinln d x d If (I :: snimi, wii^ sin van drt‘i Hiduinmn dim (kiordi- 
nalminlimimi jinrallidm* Khmum ansgcsrliniitim wnrdi'U. Wmm 
wir nif’ld /^nrntln dirsn, smulnru ainn liidinln^j^n iMnUmilnn^ in 
I‘Umiimii(‘ ini \n*/x halimi, wm*dmi wir nin HoUdins VnlmumH 
td«*mi*ut uurh nut dr tind dmn^mniiss das lvamniutn*.!;ral niit 

(:;) |/</r 

br/,nirhnmi. IHn Hi‘|^rtm/iua^ * Ins m dm* sirli das liitnijjral m*« 
strnckt, nmss anssrrdmn imrh mign^tdam wnrilmn 


T r a n s fn r m a t i n u v n n 11 a u in i n tr p;r al n n, 

lUr varnrhindmum Artmi tlm* UaiumnnUnnlun^ Inn drinlmdimi 
lnt<‘i.?raU‘ii lindat ilirmi uiialytiNalnm Ausdriiak in din* Kiiiliihrmii^ 
vt*rH<’lnmlmn‘r IntaL^ratiinisvariuhlmi* I dn tnnit Hidalm 'IVans*’ 
Innaalimi mis/ui‘iihn*it , dmikmi wir uns din rindiiAvinklijL^mi 
('ncn*dina(mi j\ if^ iniifs l’nukti‘s nusgmlrurkt als Kuni’Unnmi 
vmi dri*i nmitm Variiddmi p, </, r, sat/, mi also ntwa 
( 1 ) (f f /n i/. r), n ( }h (pr)s ^ %{ p. fp r), 

Isint'in (*«nis{antmi Wartlia intim* dicsm* Varialdmi, z. Ik jp 
mitsprir’ht aiua Olun’lliiidns nuf dm* din (nir/.alnmi l^nnkia diirrli 
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Fiinfter Abschnitt. 



§. 37. 


verschieciene Wertlie von r nnterscliieden werden. Es wird 
so der Raum (oder aiich nur ein gewisser Raumtheil) von drei 
Sclmaren von Oberflacben durclizogen , die wir die Flachen 
r), (r, jp), (]h Q) nennen, von denen sich je drei in einein 
Punkte z sclineiden und so diesen Punkt bestimmen. Die 
drei Flachenschaaren schneiden sicli in drei Curvenscliaaren, und 
auf einer dieser Ciirven ist nur eine der Variablen g, r ver- 
anderlich. Wir iintersclieiden sie als ^-Curven, g-Curven und 
f-Curven. Die so erklarten Variablen p, g, r heissen auch 
krummlinige Coordinaten. 

Durch Diflerentiation der Gleichungen (1) ergeben sicli Aus- 
driicke von der Form 


dx =■ a dp ci>'dq -\~ dr 

(2) dy = bdp b'dq V dr 
d^ = cdp ddq d'dr, 

worin z. B. a = d x jdp ist und die iibrigen Coefficienten ent- 
sprecliende Bedeutung haben i). Bezeichnen wir mit ds das 
Linienelement, d. h. die Lange der Verbindungslinie zweier un- 
endlicb benachbarter Punkte, so ergiebt sicb aus (2) 

(3) ds^ = dx^ d + d 

= edp^ -f" dq"^ -|- dr^ 

-|- 2g dq dr “-j- 2 dr dp *-(- dp dq^ 

worin 


e = -j- -j- c2, 

(4) e' = a'2 _j_ 

= a '^2 _|_ 


Fig. 11. 



CJ := a' a" + b' V' + d d\ 
cj = + Wb + 

= a a' -|- c d. 

Fig. 12. 



Ueber den Begriff des Differentials vergleiche man z. B. Cauchy, 
Calcul. differentiel. Gesammtauegabe von Cauchy’s Werken Ser II 
Bd. 4, S. 27, 47. ’ ' ’ ’’ 


rrunsfu r m:it iun vnu K :i ii m i u ra 1 «' ii. 



Sf) 


Wir h(*inu‘lih*a cin \*ulma(‘iu‘l(*nn‘ut, wrb’lit’s \«iu scrhs 

i:it‘hrn wird. ilit‘ dnrrli dli- i\(»iistivn,(aii \V<*r{li(‘ r, 

! V ! ^ sinil aiul das wir tad mnaul- 

‘h kltdnaii tip, ti tp dr als raralkdi'jdprd hcl raclitaii kuniaai. 
l)ii^ ai'hl Krkaii difsr:. rarall'dfj>i|i(‘ils Uai)rn dirt (kionliuattai 

r<) IK tp )\ 

ih p ^ dp, tp )\ 

r) 7 i <^7i 

I /^ 7i r I d )\ 

a*) p i tip, if I dtp r ■ d r, 

/i') p^ 7 ! '^7> 

) • fl jU 7i 

p \ d }K q ’ il tp i\ 

utl di{‘ Knntanliiuia'U rrhiili luatt atis 

M ir4(i) ]rdp, iayl ]ddq, (r<dj ] r'S/ r, 

t*iui dir. (^)UH«lrniwtuv.tdn untl d /k dii^dr positiv niad. 

Ks situl <H(^ ivrhUvinkligrn lk)(irdiiiat.oa dtm 

unktrs h* in lk*'/.ug aiif rhi t kuirdinalrnsYsttaii , was stdiuai Tr*- 
[jruH^i; in f< hat, and hditlirh ist 

./* daviihidru .r), tip dstaistr/vS, //), d.: ds(*os(ds, 

tul wrnu man at^u /.wri vt*rst*hirdru<’ Ihinkt.r r<' mit <trn rida- 
ivtsu (kuinlinatfU dj\ d jp d.; mnl f/'.r, d' tp d'„; ludrarhltd., sn ist 
(i ) d X d\t i il ij tl* tj 5 d .. d\: d s d^ s run \il s d* s), 

Ilr/.id<duHd man uKn mit ca, ui** dif <lnd Kaiitriiwinkrl drr 

(jriHndirhm Krkr lad tp uml that 1‘unkl a' tin* Ihnlm mudt 

ait fi, ]% d /aiHitnunriifalhai , stj ar^ddd sirh atis (('») mit ItilUh 
on ( 4 ) uml {hi 

7) 7 I r' f tj* I r" r I’iis u)\ tf* ^ r r* run 

Nntdi tdmun litdiannlrn Sat‘/,t* drr SifrtMimtdtm^ ist uhrr diiH 
f'tilntiHMi tdnrH I’andUdfpiiHahmH, th’ssiat Knuttut tt, tp r uml 
Innsi-n Knnttmwinkrl a, d, y niiul, uhdrh 

n fi r ^ I nt i ' ji nm'-^y > nts (f 

irui hirrmtrh ta^drhl hirh tur um4t*r ^hdumrnfdf*^m•^lt 
H) dr ]f'dd^ p'^r » '4 tj tf p** tf p tl q t! r, 

Wimn dir Wmkrl a?, i*)\ hd alia dnd rtndttt* siml, so lnds^u•u 
tp r fi rt it u (HI a 1 a (‘ II ti r »1 i n u t (Ml. 
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Fiiufter Al)sclinit,t 


s. 


In diesem Falle, der in don Anwoiidun^^en last. aWmi vor- 
komint, sind (j^ u\ = 0 und dor Ausdriu‘k liir (It \(M‘t*iuiai'Ut 
sich weseiitlicJi 

(9) dt ~ e d d* dp d (f d r. 

Diese Auadriicke hat man fur dt in (U‘iu Iui.(‘gralo 
§.36, einzusGtzcn, uin das Integral auf die ('oerdiuahai r/, r zu 
transfonniren. 

Dio IVansformation oines Dopjadiiitegrals isi liierin als 
specieller Fall onthaltem Man hat nur dii'. zu iniegrirtMido 
Function / in §. 36, (3) von nud dio Fuiudioiuai (}K (I' in (i) 
von T nnabliiingig anzunohnion uiul % — r zu solztm. Datui 
folgt im Falle ortliogojialer Foordiiiatioii 

(10) j I / d X d y T= j j f ^|e, c! dp d 7, 
worin 



Drei von oinoni Puiikte anslaufende, in bi‘Hiiimntt'r lUdlunw 
folge gononnricne Richtungen a, c, die iiitdit in tuner Mheiu^ 
liegcn, bildoii oin Roelitssysttnn odor ein dirt‘t*i.es Systt^m, 
wenn fill* oincn Rcohacliiter, deni di(‘- Hiehtung a von dim FiisHen 
zmn Kopfe liiiift, die /^-Richtung in die. e-Riehtung dnreli eine 
Drelmng von wcniger als 180“ von der R-eehtim zur Linken ilber- 
golit. Im entgogengesotzten Falle heisst aj)^e tun lankssysie. m 
Oder ein indiroctes System. Kin Hiuditssystem kann in ein 
beliebiges anderes Riuditssystem dure.h sleiige \'eriindening seiner 
Richtungen so uliergcfiihrt werdim, dans dahei das System nieJit 
dui'ch cin ehencs liindureh geld. 

§. 38, 

0 bcrfliich enin le^gral e. 

riiLuHg liat man Integralo zu Ixdraelden, hei denen dan 
lutegrationsgohiet cin Theil luuer krummen OberiliielH* ist. 
Tlioilen wir ein sololies OberlliLcheiistiie.k irgendwie in Klementi* 
do ein, so ist das Integral 

(0 


s. 


Oher ri;ir. Immi int (i^raie. 


<l(!r Urc’iizworth, tlciu sit’h dit’ Suiiimc (l(‘r l‘r()(lu(!t(\/W n niilu'rt, 
woini ilio do luicli all(‘n I Huu'nsioucii uiuMulludi klt*iu 

wordoii uiul wt‘iiu f (li'r W<‘rtli oinvv uiif dtT ^!Uizt‘u Ohuriliii’lu* 
^('fjjGbcuon Kinudiou iu i‘imnu Puiikl.t^ drs K1 imu(Ui1<*s t(o isl. 

Ihu (‘ill solclu's Int.(*‘;r:il iliirrh (‘iu l)()|)|](‘liiiti‘grul huszu« 
(Iriickun, kiuinon uns dii' l‘\»nu(*lii dcs vorii^iui PuraiJjniphtMi 
diiuuui, Wir (‘rhalU'U (diuni aualytisclu‘u Ausdnick (duar kriunnitui 
()l)arlliu‘lu‘, ^V(UUl wir r ■■ (‘oust. sci/i*iL Uauii luMlcuttui dir 

Formeln a7, (1) oitiu krutunu' Olau*- 
die von (dui'ni V(Ui (kir- 

von iil)(‘rx()|j((ai ist, denui Stdiaar, 

(li(‘ ;^-(kirvi‘U^ (lurch (‘oustuntt^ Wertlu‘ 

veil ({ lu'sliinnii. i.sl, wiihrcud auf ^ 

dial i*/“()urv(‘u p (ducn constantiMi / ^ 

Worth hat. V k«i|i 

Uin (‘ill la’niiMudi'iueiit auf dcr 
Klilidio r - " const, /.u (‘rhidttui, hat man dr n m ^rt/au 

uud liudet 


V2} 

d s*^ --- p] d p'* j 2P'djid(i 

1 (id (f « , 

wiiriii A', 

, P\ (f fiir c, (f*\ d ges(d/t ist , 

NO dasH alst 


p; dy 1 



\( p ) ‘ yj p) W 

P ' 

(;■>) 

, , (■ J' (O' . (0(11 . i 

V ” -• . ‘ • • 1 

(‘ p (' tj ' ( 1 7 ( 

' i ^ 

^ p ( tf 

ist 


j)" 


Vicr Linitui, | dp. q. ff [ dq hildcu liicr ciii Ihiralhihi ^ 
f(rauni^ dun wir als das MilcheiudciutUit do unsidu’ih Idr Sidtm 
dieses IhinillolognunniH siml 

(d) diift ] P! dp^ \ (t tlq] 

ds ist di(^ Diagonuh? di(‘Hc.s lhtralhd((gnuiiiUH^ uud wcuu <a diui 
Wiukel hedoulet, dcai di(‘so S.dUui riiit einamh^r (nu.stddichHeu, 
HO ist 

d s’* d s'p I i/srj “ '2 d d i'iis oi. 

uud folglicdi uach (2j uud (4j 

(5) /'’ ™ ) P!(r ViiHOh 
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Fiiufter Absclauitt. 


§. SO. 


Fllr das Fliichenelement do ergiebt sicli aus (5) 

(6) do — d d Sg sin cd = ]/~EG — dp d 

Wenii die Ciirvenschaareu orthogonal sind, so ist F 
nnd der Aiisdruck fhr d o wird 

(7) do = ]/ira dp dq. 



§. 39. 

Der Gaiiss’sche Integrals at z. 

Es sei X irgend eine in einem endlichen Raumstiicke x 
stetige Function der drei Coordinaten; das Raumstuck x sei be- 
grenzt von einer Flaclie 0, die in alien ihren Punkten, einzelne 
Linien und Punkte ausgenommen, eine l)estiTnmte Normale bat. 


Fig. 14. 



Die in das Innere von x gerichtete Normale soli mit n be- 
zeichnet sein. Es ist aucli nicht ausgeschlossen, dass die Grenz- 
tliiche 0 aus melireren gotreiinten Stlicken besteht. Wir be- 
trachten das ilber x aiisgedehnte dreifache Integral 

(1) / = I j dxdycle. 

Die Integration nach x ergiebt bier, wenn wir zunacbst au- 
nebmen, dass eine zur x-kxQ parallele Linie die Flacbe 0 nur 
in zwei Punkten scbneidet: 

( 2 ) dy dts ^ ~ dx == dy d^ (X" — X'), 

x' 

wenn X', X" die Wertbe der Function X in den Piinkten init 
den Coordinaten x\ 0] y, 0 sind. Nun ist das in der y 0- 




\)vv (J aiiRM'Hr.h (' I n t ralsjit /. 




Kl)oii(j ^(‘L'^i^ono Klii(Ou'iu‘li‘iut'nt. d i/ d (lit* «j!:ouu‘insfli:irt 
l*r()j(H*,ti<)n (ler hi‘i(hni IsbuiuMiic'- r/ r/, <lit‘ dt^r ilhiM* il i( tl 
si.clunulo, (li'r .r-Axr, paralUdt* prUniatist'tu' Stab aus dcr OIhm*- 
llib’lio aiisscluuadci , und da a' tdmai spil'/cn, )i” oiiuai stinuid’fu 
\Viuk(d mil; d(‘r ,r~ Kic.bl )»ibbd, su ist 

dijd:: t/a' cost^/b/’) • f/ n" i’t>s(/dbr), 

und (‘S (‘ri^icd)t sirh aus cl) 

(;-i) <hi il :■ I y d.f ■ ~~~ (/<»' X' i'..s(>i'rj - ,ti>" \" .•,.s(H",ri. 


WolUl dii‘. Kliiolu' (} i‘iuau cunupliidrlcnui Hau hat, sn dahs 
Ki(‘ vnii dar ia dtau ICbamuit d i/ tL: fusstaidi'u, dar a-Asa par- 
albiUui (Jcraihat v in iiudir als zwai Ibiuktan j\ . . . 

jj;oH(dmili(‘.u wird, wardon ili(‘S(‘ I’uukla abwtM’hsidutl Kiutrilts- 
mid AuHtriltssii'.lbui stun, Ihri' Am/ahl ist p;i»rudt* und dia Wiulud 
{'n\ a‘), (a", j% j% . * , sind abwiudiHtdnd spit/, und Htuinpr; 
(‘s ('.rf^iidit si(*.h 


(4| ( 1 1 / d ; 
und 


X 


dx — dij dr: X' j X'^ X'' 




dijd;: • " d o' (’.ns tn' a') - - f/a" cnHtn'br) ■ d c/" tais { o'" a ) 

und (4) lilsst sich init IJiuud'/unii; niin’s Smnnuui/ait’lnuiH stj dar« 
stnlliui : 

('^0 dy <1 X 1 ^ ^ d X — XX (ajs(u a ) da. 

j ( X 

Ncdiiinm wir nun luudi din Sumnn* tihnr alln Klmnnitn f/// d.:% 
so koimnl jndos Islt^nuuit il o dor Ohtu’fli'u’hn il in clnr (toHamint- 
Buininn (unnial vnr und wir (U’haltan; 

fd) III - - d X d If d.: ' I X roH (u .rj d a, 

worin sicli dun Intn^j;ral nanli do iibnr din aunva’ Ob u’fliitdn^ o 

(‘rHlrnnki uinl unicr n inunt*r din imnJi inmui ^nrinhttdn Nnr- 
nnib' yAi vnrslnlnu! ist. Dnr lAirnml fOi kfununi wir inxdi /.wid 
audnrn, pin>: ilhnlinh |^(ddldtdn an dii* S(ntn stcdlnn, din wdr nr- 
lialttm, wnnu wir din .r*»A?cn mil dm’ //^Axn und dnr j«Asn vnr- 
tuusn.luuu 

Krsnti^em wir ^;rlninhi'nilin din Fnncttinn X dumb '/.w<d andnm 
Kuiu'tionn.ii )\ Z, und uddinui din ({nsuUatn, sn (U’balinu \sir: 
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•< iMiurter AlisulinilL 


S- itii. 


( 7 ) 


f/dX , dr , 


\ 

1 



),l. 


I X cos (ri x) Y cos (?i. //) -| - X c.os (n | do^ 


Fig. 15. 


woriu (las Oborlliichoiuutogval ilbor lit'gronziuug 0 dos 

Kauincs r zii erstrocikcn ist. 

Diesor Satz, durcb don tnii Kaunuuit'gral von b(^stinnnt(n' 
(T(‘stalt Muf eiii Ob(U*lliLcliouiiit('gral ziiruckgcfiihrt wird, ludsst 

dor 1 n t(‘g val sa.iz v o u 
(1 a u s s. 

Aus tier Konnol (7) or- 
lialten wiv tun ilbnlieln^H 
s|)(*cieUen‘.s '.riu'orem i‘iir 
die Kbtnio, wenii wir di(» 
H(‘groiiziuig des lUunnes, 
aid* dt‘u sic.h diti Inlt^gra- 
tieu be'/ieht , (‘.ylindristdi 
uiid von (U)nsinnt.er Ilbbe 1 
aiuitdnnen. Setzeii wir dann 
cr uuabliilngig a,n, so vtu'- 





0 uud nebmon X, j:*" von 
Bcliwindou in dom Obcrlli’icbenintegrale dit‘ auf die ( inuidlliltdie 
bcziigliclion Bostaudthoilo , uud wir tudialltni, wtuni wir init d f 
eiri Eloinent dor (Irundlliudio^ mil ds (dn Kleincnt der Uaiul- 
ciirvo der (Irundllilcbti b(‘.z(uchnini: 


C8) 


I (!)¥ ■ I ■ ^7 ) 1 1 ' I ^ I "" 


Wir gebon didsur Kormel nodi due o.twiiK aiulurc (insbilt,. 
In (Icni lUuuliutcgrido in (8) ist dns Klemmil (/« uls positiv lui- 
zuuohuuni. Wir wolkm iibcr Jntzit din Uiuidi'urvn in ninom Iin- 
stiiiimtoii Siniio diirdilaurnii , dnu wir dnii positi von .Siuu 
nonunn wollon, niid zwur in dnr durdi dnn IM'nil luigiulnulnlum 
iliehtung, so dass die positive Uinhtuiig von n fiir dim in der 
Iliclitung s Fortsdirnilenden zur Linknu lingt. Hezeinliium wir 
also mit dx., dy die I’rojnetionon von da, und zwnr luii Uiick- 
sidit auf das Vorzoidnni, so ist 


d X — eos (« y) d s 
und wnim wir nodi 

X V 


d y . ■ cos (vi .'(•) il s, 


a 


Uoi* Sal 7. \ nn Si o lv«‘.s. 


g. 41). 


Ill 


HOt/aui, SI) Toll;’! luis (S) 

(!i) 1 

Ilier sicli das Doppi’liulrii;)^! auT ciac in ih'V 

a*//- Mb(*iu‘ Klaclu*, das t'inlarlu* Inirip’al aiif tlmi Hand 

dios(a’ MaclK’. //, /' sind xwci lj(di{‘l)i''«s in dit‘scr I'diudn* 
Kmudionni). 

Dnr Sinn das llt*”nni*/ungsinti*|4rals isl niihnr dadnrrh 1)0“ 
Htinunt , dass s, n, nin iliiaadcs Sy^tnm biblnn, winui ilas 
(H)()rdinait*usysh‘m .r, //, iUn*rt isl. 


41). 

Dnr Satx vun Sink ns, 

Wonu Ilian dim (i miss' sohmi lnto|.!;ralsnt/. htuti aut' cUr 
Kheuo iiuf idni' huliuhi^c^ knuuun* Olandliichn aiiwondnl , nrliiilt. 
man don Sutx vnu Sink os. 

Wir l)(d.ra<‘hitni fin (lurch widcliu (‘urvm l»t7.;rtui/.tc'^ 

Stiink H cincr knunincn ()h(‘rlliichc, die wir win in nS ilurrh 
xwoi nnahliiin^ig(^ Variahh'. p, if aualyliscdi dar 4(d!rn, sn da'i * 
tl X ” n (I }} • (d d tj 

( I ) dji h it p f // d // 

d ^ w ti p • r ' d if 

dit' ProjcciiniHUi cuih'h in diu’ Fliiilic lanitnudrinenicN 

uuf (Hi* (*nnrdinat('nuM‘n sind. 

Wenn wir p^ti als rt‘chtwinkli|^c ('nnrdiuatcn in cin»*r llnlH- 
<d)(‘iu‘ darsti*l!cn, sn wird das Hiii^lnnuduck *S durcli «‘in ta^- 
grunxtcH Stiii‘k dics(*r llidfsi'lifno dntp*Hirllt, nnd wenn danu 
//, V xvvai stetige ()rtsrunt*tinnnii in dor Flachc H %ind, jilsn 
Kunc4inni*n von p^ (/, .sn kiinni'n wir dii* Knrim*! lU) di‘s vnriKt*u 
Paragraplicn unwcndtui nnd (*rhalt«*n: 

JJ C), ^ 

Ihn don Sinn di(*sos Integrals genuu /u ht*stin}men, wuUen 
wir in ji'di’in Punkti* d(*r FliielH' N tnno Nnrmah* v in d(*in Siimi' 
xioliou^ dans di(* Uiiditungeii do.r wachsendmi jk //, n mn dimir . 
Sysiom hildini. Danu ontspnadnui ilp.dti in deni Kandmtearale 
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einem Elemonte dn der Bogroiizun^^^ von (U^r , das^ 

ds^dn^v ein directos System laldoii, weiui dn dir in das Iiiihm-c 
des Fliichoiistuckes S gozogeiio Soukrorlito //s, v isi. 

Wir nchmoii nun drei iieuo stetigo Kuiietioiuai .\\ 1.', Z in 
der Flaclie S nii uud setzeu 

.ox U Xa + i-7^ 

^ ^ F = Xa' - h 17/ - I ;^<A 

so dass das Uandintegral die Form orliiilt: 

(4) {Xdx + Ydy - Zd;:), 

woriii daim dx^ dy^ d;j die Projei‘,tioiion vou ds au{ die- Ooovdi- 
nateuaxeii, mit Rilcksicht aiif das Vorzidchen^ hedeuicm. 

Urn die Substitution aiicli in dein FliicJuminit-grah^ aus/ai- 
fiihren, beclenken wir, dass nach (hn‘ IkMUmiuiig von u, (\ 
ct\ b\ d die llolationeu 1)Cstehoii: 


d a 

_ » «' 

ah _ 

r // 

( c 

{ d 

() q 

und daher ist 

f) i) ' 

77/ 

cp ' 

f q 

< p ’ 

(a) 

ay 

?) u 

■oq == 

,dA 
a - — 
ay 

a X 
a — - 

H - 

~ h 

,',i: 1 

f 

<• '/ 

- ^ 
' 1' 

, X 

r 

^ q 


so folgt 


Wcnu iiuu X, \^Z als Fimotioinni von gt‘ge))i‘ji simb 

)lgt 


<> 1 > <-X ' ( 1 / ' '' r 

,/:,2 I 

oq (Ki; (11 ■ ( s 

und weim man dies in (f)) isiiisctzt, nrgialit. sic.li 

(6) A' - (/n/ ™ rh')C ' ^') 

I /d A ('Z\ , ^ , y 


, ( X 

c , U. H. fo 
( ^ 


Da nun v iilmrall auf den- Kliic.hc. .S' smikn-chl, M.-ht, sn Ui 
fiir jedes dx, di/, (h, dus don Dodin^un^ou (1) KoidiKl IS. :17, |iii|; 
COS(v,x)dx -j-- cofi (n, w) e/ // i ciia (’j*. (I 



oos (r, ./•) I // COM ( JS //) I r't’oslc,,:) I)-, 

wtirnuH nuin (lurch Aurhlsuu'i; crh;il( , wnii A ciucii Pn^juu*! r(» 
iijiUtiltshic.tor i)t‘th‘ut(‘i : 

COB (!',./•) I [In'* c//). 

( 7 ) (H>s(r, //) ' A(cft' - nr'), 

cos('i%,:*) k{(ih' 

Ks ini, nbi‘r niu‘.h hi‘kauni(Ui Fornu‘lu 


coH(r,.r)* ! cos hs //)’** i cos(i%.:)“ 1, 

{hr! rhy ! {ra* ar*)'^ [ (al/ 

\ //-^ I c‘^) I j ry {a a* f hh* * rc') - 

ftj ( I Jt 

woraus 

A /'■•-* — F 

o(h‘r mil; Btmub.nng von 38 (0) 

(H) A il a “ tl /j (I ((, 

Ihu (luH Vori^iU(‘li(‘U von A m hi'Hlimnuai, kaiin muu. (jIuo' 
(hiss A dun’ll Null {^clit. (lurch sUdu^t*. V(»r:iu(lrrm4^ dir llich- 
tuu^uu }K fh V mil '/.UHunuucuralhui liisstui, vor.'uuc^’uri/t, 

dass (hiH ( ■oordinaicnsysicm j\ y, :: i‘in diri’ctcs hd. Uauu ab(*r 
wird cok(u, ,:) "• ’ I, a* (), u tiud // jiositiv; abuj ist utu’-b A 
j)t)Hiti\% wio wir as in (8) nii^tmonnmui babcu, Nnch dmi Kormcln 
( 7 ) uiid (8) urf^dclit sh-h m\n nus (h) 




(um(v,//) ( 1 ctiKd^^ U ) 

V f f .r / ^ W J f // / 






X 

// 


(I tK 


and folgliuh aus (2) und (3) 

(to) \ i 


// 

, /r }" ( X \ 

( , ) UOH I P, Z 1 

' W ,r ( 11 / 


ilo 


X rZ. 

r ( J' ^ 

(Xiix [ y (I ji ’ Zti . ), 


In dii‘H{‘r Form ist Jtuln Spur d<u’ (’oordiiuiicn jn 7 srr 
Hc.hvvundcn. Dcr dundi die Fornud (U)j aungtalriicktc Sat/ heivd 
der Satz vwm Stokes, 
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§.41. 

Transformation von Diffcrcntiala.us(lrrickon. 

Jacobi hat die Ti’ansformatiou mohrlaclior lnt(\‘i;ra.ln zur 
Kinfiihrimg neuer Variablen in gewisso I)i(rerontia.linisilriickt', 1)0- 
iiutzt, die in der mathematisclicn Pliysik biiulig vorkonnmm, 
deren Umformung obno dieses lliilfsmitttd sohr wiutliluligc lUadi- 
nungen erfordcni wiirdc. 

Es seien U, V zwei stotigo Funetionen in oinoni irgmidwie 
l)egrGnztGn Raumtheile tt, an dossen Orozize dio Kum'tion F d(‘n 
Werth 0 babe. Wir betraclitcn das Integral 


( 1 ) 


rrf/8 

JJ. 


^r) UdV , d U d V _ 
v'da; f)x ' '()y \)y 

Hierin beniitzen wir dio Idcntitiitmi : 


r U 
'( * 




U '() V 

'a X '() X 


0 V 




ox 

ox 


ox~ 


?i u 0 r 

'()ij dy 

'0 I J 0 V 


■O V 


ir 


■o V 


■0 y 
by 
bU 


b. 




wodiircli SI iu zwd Tlicilo zorfilllt., dorfiii orsU^r 


r r 


d V 


dU 


'() X 

b-x 


b V 


blf 


0 y 
(’!/ 


d V 


bll 


■h 


d X (I II d / 


sich nach dem (Jauss’schou Thoomn in <'.iu Olxsrllilclioii- 
intcgral verwandeln lliast, das al)oi' wogoii dc.r Voraussfty.iuig, 
dass V an dor (h'onzo versc.hwiiidon soli, glcirh Null wiril. 
Setzen wir also znr Abkiirzung 


( 2 ) 




mi 

f).r“ 


mi _ o^n 

b y'^ f W-a’ 


um hier eine spilter oft zii beniitzoiide liozcicliimng (shiziifiiliron, 
so folgt: 


i*in, iiuloui wir 

(4) ./• r-- // ' ■ ti'ip^ii.r), -■ x(ppi,r), 

(Li: r— (I tl p : a' (I (( ■] n!Ll )\ 

(r)) tin - hdp s l/dif I //S/r, 

dr: ' - rd p j c* d if . | • r" d r 

s(4'/.(‘ii. Wir aht^r liicr tlar Kill^nchh(^ii hnll)(‘r jumoliiuoii, 

(li<» lU’iKMi ( '(JonlinaUai saian o r ( li o 'i;(ui a,I , was Hir dio iru'istcai 
Aiiwondiin^^ai Daim lialjtai wir din lirla-Uoiian : 


c c. 


\V(‘uu wir init IliiUa dc‘r lUdatiomui (0) div. (Jkualuui^^cui (n) 
aufliisoa, indoia wir U. nui a, b, n inultipliairou nm\ addiron, 
so 

r dp ' ■ (( (Lr I 1} d If -j r. d r:^ 

( S) d d If — - iddj' I d II I dd. .:\ 



I- r-- .|. 

h-^ ! 

0 

■ a' a" 

! // //' ■ |~ 

(‘0 

r' ■- ■ i 

1,'. .j. 

r'-', 0 • 

■ - (da 

i />"/> -1- 


1 

//'a 1 

0 ■ 

' ■ a a' 

i y 1 

(7) 

d s'- r: - d .r'^ 

' d y-'’ 

1 ds'^ — 

■ e. d i y‘ ! 

ddq'i 1 , 


dLl r 


a'Ll .r 1 id dp I dLL 


and daraas (‘riJ^olaai sich dio partiolhai Ahkat.angcai von p, tp r 
aaah a\ ip z\ z. H. 

/; 


(^0 


< P 

(■ U' 


(ip 


^ P . .. . 

r' (If r' rr: v 

llitaaiarh kiniarn wir dii* AhU*iiangtai (duor willkiirlic.htai 
Kniudion laioh ,i\ //, c dnndi dit‘ Aldnitan^ta^ inadi p^ tp r 
folp;(‘adanaaassnn atisdriirktai : 


(10) 


' (■ 


, r' 1' a' , 

f 11 a" 

1 .r 

r p r 

f' 7 r’ ' 

(• r (•" 

f r _ 

< r h 

<• r 

H I! />" 


f p r 

lUi V 

r «" 

< r 

( V e 

: ' .1 

I' 1! r" 

( « 

( p V 

{ ' (f d 

1 r r!' 


Wir sinlliai nan das niitnliida*. (llni(*luui|j;ssyHi.(*ia Hlr 
zwaitc\ Ftnavlicjii (’ auf and Inldtai din Summer (ha* Prodan.h*. 
fiutHprncdaaahT (ihanhangnn, am dic', \\\ SI anhvr d(aa Int(‘p;ral- 
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zeichen stebende Function zu erbalten. Mit Riicksicbt auf (6) 
ergiebt sich dann 

^ 4 _ ZL 

ox dx ' dy 0 y ' 'bz bz 

= I'^ZZi IZZiZj- 

e bp dp e' bq dq e" dr br'" 

und indem wir das Integral ^ auf die neuen Variableu trans- 
formiren und fiir das Volumenelement iiacb §. 37 

dt = ]! ee' e!^ dp dq dr 
setzen , erbalten wir 


U'e" dUdV 

e bp bp 

ee' bU bV\ 
e'* br br J 


e c 
d ( 


bq bq 


dp dq dr. 


Dies Integral konnen wir nun wieder nacb dem Gauss’- 
sclien Tbeorem umformen, wenn wir 



dd'bUbV 

e bp bp 


d bU. 


e^bJl 

e bp 


setzen, unci die entsprecliende Zerlegung in den beideii anderen 
Gliedern macben. Da nun an der Grenze cles Gebietes V — 0 
angenomnaen war, so fallt wiederum das Oberllacbenintegral weg 
und es ergiebt sicb 


(11) 


JJ. \opl ^ dp ' 'dq]/ e' 'dq 




d C7l 

0Tj 


dp dq dr. 


Transformirt man das Integral £l in der Form (3) auf die 
neuen Variablen, so erhalt es die Form 

(12) Sl = — [{[v^UieTd' dp dqdr, 


und da nun die Integrals (II) und (12) fllr eine willklirlicbe 
Function V ubereinstimmen mussen, so folgt die Transformation 
des Ausdruckes z/ U auf die neuen Variablen: 


ivav. ^^uauiciuvvuiz.t5in, uiti iner vovKommen, sind alie mit 
positivem Vorzeiclien zu nehraen. 

Es koiTiint also sowolil bei der Transformation 
dor Raumintegrale, als ancli des Differential- 
ausdruckes zJ U luir darauf an, die Coefficienten 
e, c', c" in dem Ausdrucke fiir das Linienelement 
zu bilden. 

Wir liebcn nocli deii besonderen Fall bervor, dass nur fur 
die beidcn Variablcn y zwei neue Variable p, q eingefuhrt 
worden, wahrend s: ungeandert bleibt. 

1st dann 

dx^ dy^ = edp^ -j- e' dq^^ 

V. uud ci' von s unabbangig und e" = 1, so folgt ans ( 13 ) 

^ ^ r).^^2 •f)y2 \'Qp f e dp 'dq f e' 0 g/’ 

uud wcnn, nocli specieller, e = d ist 

^ ox- ' dy‘^ e Vdp- ' dq^ ) 


§. 42 . 

I. Beispicl Gylindercoordiiiaten, Polarcoordinaten. 

Wir wollen die abgoleiteten Satze an einigen Beispielen er- 
liiutern und wiililen dabei solcbe, die auch bei Anwendiingen von 
Nutzen sind. 

1. Wir nebmen zuniicbst die Cylindercoordinaten, d. b. 
Polarcoordinaten, in der a;?/-Ebeno, vei'bunden mit der un- 
vexdindertcn Ordinate. Wir setzen also 
(1) ir = rcoS9?, y — rsinq)^ 0 — 0 ^ 

so dass, was im Allgemeinen mit p^ q, r bezeiebnet war, bier 
r, 9, 0 ist. Dann ist 

dx — dr cos (jp — r sin q) d(p, 
dy — dr sin g? -f* ^ cos 9 dq), 

IlUnaann- Wobor, I’artiollo nifferentialgloicliungoii. 
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S. 42. 


und wir erlialteii iur iliis (^uiulrat dt's Linicucli-nu'iiti's 
(2) = j - \ <i!l‘ \ (I::-:- dr' j ->•••*(/ (/ - i 

und es ist also c, c\ r” gU'ich 1, »•-, I zu stdziMi. I»aiiu<di wird 
das Volumonelomonl) 


( 3 ) 

und forner 


(4) 


dx -r— r d r d (f> d 


J IJ r- 


f r 


r 

f r 
( r 


I 

r’‘ ( <i'^ 


i'C 


( 


i 


und liiorfiir kann iiiun auch sidzon, 
nuiig zeigt 


(5) Vr J V 


(■ 



I 


wii* I'iuf i‘intiu‘lii‘ Uccli- 
1 I ■ ]r r ]r r 

( If ^ 1 r J 


2. Uilumliohc. 1’ ol a r c u ort! i ii a 1 f ii 


■r r silt j)* CHS <1 

(0) // r sin !)• sin if 

c r cos Ih 

Ks ist hicu’ T dur Uadius-\ cctor voni I'oordinafciianrangc his 
zu cinein vorilndorliclicu I’unklc; It ist dcr WinUcl. den <lics.T 
UadiuH-Vcctor mit dur >Axi! niusc.ldicssl. (Zcnillidi.-,tauz), und if 
ist dor Winicc.l, den dio durcli r und die ;-Axc gci.-glc Mcri- 
dia n 0 li 0 no mit dcr ./■ j-l‘jlicnn cinsidilicssl , <idcr ilas Aziinutli. 
Wonn wir 

0 <, r 0 - ^ ))■ <_ XT (I If - o.’r 

neluncn, so orhaltcn wir Jialcn I’unkt. mit Ausnalun.- dcr I'nnktt! 
der «-Axo, uin und mir oimnal. I'm die 1‘unktc dcr ii.isitivcn 
odor uogativon s-\xi\ zu c.rhaltcn. lint nmu It u mlcr It a- 
zu sotzen, mid (p ist unlicstimnit. Den Nulljmnki sclhst erhiilt 
man fUr »•“-(); .{> und cp sind fiir dicsen I’unkt heide un- 
bestinimt. 

Durcli Difforontiution von (d) crgicht sich mm 

d.r — dr sint)- cos cp ■ )■• r costt oosf/. d !t ■ r sin it sin if dip , 
dy ~ dr sin it sin c/i - j r cos it sin tp d it \ ,■ sin it- ctis ip d if . 
d 0 — dr cos it )• sin it dit, 

und (larauR, wenii ds das Linioiichnnunt ist : 

(7) dn'^ dr'~ 'I ■ r'~' d if " '• r ' siu' It di; ■, 



t}. 4 li. o nl i nattni. ‘JU 

Dils C()or(linateuHysti‘in ist als(j urtho^^uual, uiul i‘s ist 
(SJ r ~ \ r' r- r'" ■ ■ 

f<)lglit‘h (liiK Vnluinan('.U‘nu’iit. 

(<)) (tr r~ sill d (I r d }^ d tf 

luul 


("') •'"'-Vi ,r I 

vvofiir lunn auc'h knun 


■ a ' '' 
I < If 


1 


(llj 

1 , 1 ' 
r < >•■■' ■ r'-'niii !>■ 

- sill U ^ 

r 

r 1) 

r 

^ It 

‘ r'sin-O ( 

ii(l(n’ outlUcIi 

amdi su: 

1 


1 

sin \y 

f HUl 

f a 

r 

(I2j ./// 

i 

fi y 

"' 1 
f r 


I 

1 ,-])■!' 

]>'!' 



' siu“ i) f (/ ’* 

1 



S. 4 : 1 . 

IL IJi'inpioL KllipliHi'lit' (IiHiniiuuiiMi. 

Wenri a, r irgoad dnu riadla (rrr>h>^rii huuK dia ilar liru .Hft 
riach Ko auf (urmiaha' lulgtni: 

a ^ ^ (\ 

d:um hat dia (Jlairhung fur dia Uiitjakfumta A 

. 1 ^ !> -'■ i I 

a-X ’ h — X ’ r A 


(1) 


fiir ji‘d(‘H ht’Hliirnnta WarthnyHiiau j\ y, dnn rt^dlii Wuiv,tdn, 
dia wir mil y. r hcvadchiHau dia dt*r (hn'wHa imah (ulgi-mh* 
Laga lialiau: 




ir /> 


r. 


}i - a • 
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Man ubcrzcugt sioli davou am oiiifadistmi, wenu man A als 
Abscisse in cinom ebcium rechtwinkligmi (’oonlinatonsy.sttMiu^ an- 


sielit und 





A 


als Ordinate oiner Curve darstellt. Wimu A dundi a oiler (lurch 
h Oder diirch c goht, 8o geht/{A) von pusiliv luieudlicheu vm 

iiegativ unendlielum War- 
then iiber, luid die (hirve 
uillieri sitdi uuidi beiden 
Seiteii bin aHympiotisrh di‘r 
A- Ax(v 

Kine Ihinilbdt* '/ur Ab- 
sciuHenaxe iu der Iliibe | 1 
srliuoidut diene C’urve also 
in ilroi Ihinkten, vnn deuen 
der cine aiif dor nogativen Seite von a, der i^widle /aviselieu a 
und h und dor dritti^ y:\vise.heij h und r 

Fiir ein coiiHtantes A ini (1) die (Ueiclmnu tuner Kliiehe 
zweiten Grades, und dii'se Kliiehe ist 

ein Kllipsoid, weiin , , A * n, 

„ cinschaaliges lly})erboloid, wenu . . n - A * h, 

„ zwoiscliaaligDS „ , ^ . . /i «• A - c, 

Dio gauze Sebaar dieser KliUdum IkuhsI eine Sehaar eonfoealer 
Fliiclion zwoiten Grades, und aus (2) ergiebt nieb, dans dundi 

jedeii l^unkt o', y, cine Fliudie von jeder der dnn Arten bin* 

durcligeht, tlmgekohrt hestimunm je eine Fliiebe am jeder der 
drei Arton die Werthe von i/\ tdiideutig (den Funki - 
solbst aber acditdeutig). Die Werlht* r/, r htuHnen die elliptic 
scheii Ooordinatou dcs Funkl.t^s a*, Diene bt^stiiiuumi den 
Punkt al)Gr erst dann (dutloutig, wenu iioeh liekunni ist^ in 
welchom Octanttm or liegt 

Um nun ^ als Functiomm von r/, r auHzutlrrn'kmn 
verfabren wir so: Wir setzen zuniichafc zur Abkiirzttng 

(3) 9 (A) r-. (a — A) (h ™ A) (r ^ A), 

und wenu wir nun das Product 

9(A}1/(A)~ l\ r- F(A) 

biklen, so crhalten wir eine Fuuetiou dritteu Grades von A, in 


Kig. 11). 



K 1 1 i (I t i H 0 li o C ’ ( lor (U n u to n. 
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(ler P <lon Ooi‘fli(‘ 4 enti*n 1 hat, und die fiir X =rr ji;, X r— X — r 
v(a’H<‘hwin{lot. Ks ist also niudi oiiioni hokaiintcu Satze der 
Al^o.hra 

F{X) ‘ - [X p) (A ^ q) (A — r), 

folgliidi 

. t. — — 

’■ A («. A) (/;-™A)(c— ;i)’ 

mill ilii'Hii ( Jli'ii'luuit? iiil i" Ho'/.ug !iul A (“iiiii Idiiiititiit. Wonii 

wir jilsu ('1) luit ii • - A imilfciiilii’irt'n mid dnini A = a setzeii, 
mid (dmiiKo init h ■ - A mid /■ — A viirtahrmi, so or^fiolit aicli 

(a p)(it (()(n /■) 

(h (i) (f ’it) ’ 

{Ij p) {Ii t(} {h -r) 

(/■ (« h) ’ 

...j ™ /'H'’ <l)(c ~r) 

{a r.) (/> -c) ' 

mid liim'durcU sind 7/“, uls Kiumtioium vmi ji, q, r dar- 
f'l'sUdlt. 

Auh (•!) I'.rliiiltim wir imrh ciu iindmis SyKteiii vmi Kormclii, 


(r>) 






vfmn wir i 

iijkAi a 

dinrrmitiir 

tm nnd 

(111 

(tin 

A t- 

17 7, ■>’ 

soUcn 

• 



1 



■ « 



il> 

q) (p- 

r) 



{((> 

pr ' 

(/> 

p\i 

(1- 







fti ) 




f- , 

,;a 



(7 

'•) (7 ■ 

-^1) 


v’v 

(a 

qy^ ^ 

{h 

qf ' 

('■ 




7’ (7) 




.1 


1 

* 



('• 

/') (>' • 

-7) 



(a 

r)“ ' 

{!> 

,.p i 

(<■ 

/■|« 



qi {!•) 



und 

Wtutcu' 

■ m’lialtiMt 

wir miH 

(ft) dil 

11 (1 


'hmiKi 

:m : 





x‘^ 



!!■' 



1 



— Q 


{a ^ 

'/) (« 

Y 

)■' {!> 

7) n 


r) 

' (« 

7) (f' 

0 

- V , 

(7) 

{a • " 

a^'J 

>•) (a 

p) ■ (f> 

r) (1, 


P) 

1 Cii 

• '>') (c 

- P) 



(a ^ 

.r^ 

P) (<‘ 

■'/) * n 

//■■' 

p) (h 





7) 


VOIl 

(lenaii 

man din < 

1 ‘rHto c?twa HO ; 

iildnitiil 

,, (IjiHB man 

ihrc 

linko 

Haiti 


(n) in 

dii 

^ l*’orm 

HOtzt 
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Funf(.(!r AliHulmitl. 


S. 48. 


(a — 'p) ( 1 ) ~ o) ‘ - V) ((' ^0 I (r /U (a h) 

— l>) {(t - - ^0 (h (t) 

in tier, wio innii siolit, tier Ziihler v{‘rsch\vin(lt‘t. 

Woiin wir lum die (rloitduiii^cu ( 5 ) lefj^;irithnnH(‘li diUt^nui- 
tiircn, so ergicbt sicli 



— 2 ( i a; 

_ xdp 

L. '< J 

j-dr 




' 0: (f ' 

(( r 

( 8 ) 

™ 2 dy - 

pAm. . 1 

b ‘ 

!/<iq 1 
■ /> ,{ ! 

!/ d r 
h r 


™ 2 - 

- (' j 

. 'i 1 

d r 


a—}} ■ r- (f * r r 

Hiervon liisst sich die QuadratHunuiit* tuirh (()) luid (7| sidir 
loicht bildoii, luul wir orhulteii 


(!1J 

'' (inm ' 

9.(r) 


('/ »‘i I'/ 




d If-' 


'/) 


dr\ 


wonius zuiiiuiliHt zii (u-Ki'liHii ist, (ia.ss itii' Cminli- 

niiten ortliof^onul Hind, Kh ist fcriior 


( 10 ) 


f, ^ (l> — 'l) ()> — r) 


(»/ )■)((/ /I) 

•I t/’i'/i 

,.ii ^ <'■ ' " /') <'■ ■ '//_ 

■I 9»(r) 

I-IierauH ergiobt ainh fUr diiK Vdlunicuclrmcut 

— f/) (f , p) [tf j,^ fi p ,/ ,/ 

hi' • 9' ( /m 

wo sicli das negative! ;<eic;lu'n miter der Wmv.el dadundi erkliirt, 
dass nach (2) 95 (^j), 9j(r) pnsitiv, c/iO/j iiegiiliv int^ 

Fiir jJ IT erliiilt man naeh (Id) 

(q-v){r—p){r~~^,,) .. 

4 


( 11 ) 


( 12 ) 

4. (:r — i))}j—tp((j) 


^1U (r ,/) ^ tf,{p) 


' P 


< P 


^ 1 (7 P) ] 7 I'O 


< <1 , r 

Dieser Ausdruck stullt .sinli noch oiufael.er tinr, wwm lunn 


§. 44 . 




lOli 


fiir ))^ (fy r drei ik'Uo ^ eintulirt, die durcdi die 

(Ht'.ie.luinjjfen deiinirt sliid 

v </'( i ') V < pC >') 

Miui ( U'hilll SCI 


(i:!) 


(7 /M ()• --/;)()• - 7 ’) 

•1 


(»• 7 ) 




(r 


. ( ' , 'c-V 

I'., W.J,- 


f ^ r <'^- 

Hioriu huuI Kuiie-tdontni der Variablou 


^> 44 , 

III, UtUJHpi i‘U llin ij;eo or di tin-ten, 

W(‘iui (un Kndn tiui oine A.sre, ^^edroht wird, die in aoinor 
Kbom* liegt, tilnw die Peripheric' nieht Bcbniudot, so entstobt 
c*in U. i n g. 

Uni di(' fiir (‘iiuui Hobdieii liiii^ pHHHinideii ('oordinaten zu ge- 
wininni, luditnen wir di(‘ lioialionHaxc'. zur ,:-Axo uml li'.gen eiu 
UoordinabnisyHtein .: in 
die Mt'.ridianebinie, 

1st c di'.r MiUelpunkis- 
abstaml uml a d(*r Hndins 
dcH Kridses, ho isi die 
der Tangenie vom 
UoordinatenaufangHiuudvl(‘ 

I) (I’K Wir set /am, 

indeni wir V — I mit / la*- 
'/(uchmm^ 

(D r ^ 

HO dass I uml 6) nem*-, an Stelb*, von r uml oiuzufiibrendc 
reelle Variable Hind. AuHserdtun setzen wir 

(2) ;r -reoHffs ;/ rsincp. 

Um di(‘, Ikaloutung der neuen Variabbm zu {ndialttm, Idscu wir 
die Gleichuug (I) aiif uml bmUm; 
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Fiiiiftcr AbHchuitt. 


S- ‘U. 


(3) 




h — r — i 




multiplicirfc mun Ixiidea, so er^dclit sicli 


r ■ 

j r / ’ 


(4) |'(/; I - r)“ 1 ^■•'1 - {b - - r)-' , 


wor.aus mun ('rsioht, djiss ooiiKtantcn \V<Tlln‘n v<iii K die Kridsd 
eines litiscluds uiit iuiagiuiirou S(^luut.t{midvtfii i‘iits|iro('.lu'n. Dio 
Grcnzinitiktc dieses lUisohels sind die I’mikle (i, r d h. 
Za dioscin Krcisblisdud gchiirl'. auch der gi'gidieiii' Kreis, dor 
dom 8i)eciellen Wert, be. 


(5) 

( 6 ) 


, , id' I "• ) 

I - log \ ' ' 

V I " ! 1 ' 

d b 


a- 


r 

a 


entspriclit. 

Dividirt man die lieidoii (Uoiehungen (.'() diireli eimiiider, 
so folgt 

|(i — <',;•) 'J — >-“| — e |(/'< 1 i:)i 

Oder 


(7) (r^ | - — //Jj Hill u) •• j 2 eoK w ■■ - o, 

und dies giebt fur eonstuute. to die Krt-isti eines zweiteii Uitseliels, 
dercn Scbnittpunkto die (U’en/.imnkte ties vorigen sind lunl die 
die Kreise dos orsteu lUiselitds orUiogmud Helmeidim. 

Aus (1) erluilt mail 


(8) r 


b (1 — 

1 -■(- 2 eos to ’ 


2 b ( ' sin ( 


I f eiiM (0 


dr -j /d- ■ e//'' ‘ "/'*») 

' die*- 


dr'i ds'i — t •* ''dd A- : dio-') 

(I I 2e'*eoseo | (o- ,■ -jj 

uud Mglieli naeb (2) 

00 da'^ ~ dx'i difi dz‘^ ih-J : d:-’ . i-'di/ - 
— yi! I dw'J) , J 

Aus §. 42, (5) orlialteii wir, weiin wir 

(10) y'7r - r 

setzen, 


und wonn wir auf b(niU‘u rrsU'u (llitnlt'r die Fornud 
auwomliui, so iunl. lliilA' vou ((») 

/'r''* r ''A- / r*W , A'l’x , f T , I .... 

( 12 ) , ) {,,-1 i i I 0 . 

Wegon (uiior s|>illor(‘ii Auwt'tidiui^ ‘^cliou wir (U‘n (iUn- 

(diungon (B) niit; von (!>) nor.h dii‘ I'oljLijrndi^ (Joslall: 

h- (i h sill (.) 

" 1 ^1- , ^ 
a I iu)H (i) r \ (I <‘{is (o 

und folgUtdi 

h- 

j: , cos </'. 

C I (t (UKS It) 

Ij'^ 

(i:i) V/ , sin f/s 

* C I (t IU)S 0) 

-•ah 

j , Hin to. 

C I a (U)H to 

Hishiu' warou A, to, (p unahhiingi^o \'arinbU\ die rinon Puukl 
iiu Raiuut'. Iicsiimmcn; d und c niml init. X varialnd; h int con- 
Htaui. fiir da.s IUn{i;syHtt‘.nu Rasscu wir aluu' X un^^riiudort, 

so lilcilic.u a.ucli a und c coiis{a,iil. und die Ausdriicko (I.'i) s^dh-n 
dit^ Ooordinaton (dnt^s runk(,(‘s I'iinu’ bcHiinnn l.ou H i ir?t Id ii c In* 
dure.h di(‘. bidden variablcu baraimd.t'r to luul </* dar, uinl wriin 
man in (b) dX • * 0 sci'/d., so orhiilt man dtui Ausdnudv filr tins 
Q.uadrafc cdiu^s IdnimndtumuitcH anf dicsiu* Hinjjjiliicdns niiruUidi 

(14) ~ (u'W/ I 

' {C 1 <l C*OH tO)^ ' ^ 


*) Vurgi. uber <lictu* (utbbnnuaa Ilinnuuiii, Muthtnautiiirhi^ W«Tk»% 
2. And., Nr. XXIV; Ntiiuaaiui, KbdttriHrhi* Vt»rtln*iluiif( in I'iiMUn Uiiiga. 


SocliHtor Abschnitt. 
Functionen oomploxen Arg^umunts, 


45, 

Definition einor Function cutn]) IrxiMi Ari^uiaont^i. 

Es «oi in ciner Elmno oiu nH‘.hiwiukli.u:ns (Njur{iiimifn\v,Ht»'ni 
Xy y anf^ouoiniuon, so tlaHs Jiitlcr Punki tlor bJuau* thirt‘h Aio 4 nb»' 
seiner Coordinafceii y li(‘Ktimnit ist. Wiain wir aln^r dw iinii- 
giniire Eiiibeit i r-: - 1 zu Ilillfe uelmiem hu ktintuai wir uiirli 

sagoii, (lass dor Punkt tlmrh tUe Ani^abi* iIvh rlrr rum- 

ploxeu Variablcn 

(1) - rr: .r ( 1/1 

l)Ostimmt ist; und so ist jtubn* Punkt drr Kbrnr Tr.iipT mlur 
Bild nines Wertbos von Ibngnkt^hri (MitHprirhi uurh jrdum 
Worth von 0 oiu oindoutiii; luiHtunmU^r Punkt di*r Khunr. Wmn 
man rolarcoordinatim (‘infiilirt, also 

,r rr::^ r 008 4)*, 1/ ~ rsiii# 

sotzfc, so kami man auch scdzcm 

(2) 0 “ r((‘()S'0' j /sin 4)') ^ rr*'A 

Die positive (Jrusso r ' f tier ali^^ulntr 

Worth (lor Variabhm 0 fijtmannt, Dtn* Winktd D* kann z\u^rhrn 
0 und 2 7r od(',r in irgc^nd eiiunn InU’rvall van dmi t ndanK 
niit Eius(ddus8 dor oimm dor boidou Cironzim, anj^rminuinm 
wordon. 

Woiin man zw(n ooinjdoxt' (iriissrii 

s=-.x-\ yi, \ tj^i 

addiron will, so luit man ciii I'anillt-logramm zu cttustrtiirfji, 
dcH8ou cino Ecko iin Nullpunkt lic.gt, and in diaii dii* zwid an- 


5^. 45. iMiit’i- Kunoliiiu f.nmph^xon A r ji^ii m imi t s. |{i7 

!ii'|L(e 5 mlt*u Kc’ktMi r uml siuil. Hii* iMdii* isl 

tlanu (b‘r Ptinkt | .:j. 1st, imriHllii'h kUnu, so hat. 0, .ij 
(lo(!h Uostimmtf Uirhtmi^, uiul wir soty.iMi daiui aiudi 
ndt‘r (/.: f/j j /(///. Dun'h dia ilriisst* (/.: ist dami cia un“ 

ontUi(’h kkdnor Kurtsohritt vom Punktf ,: aus in fiaar hnstiaunitai 
liii’lituiig ‘4tvi.r<‘btau Dii^ Taii.u^'Utt^ dfs Wiuktds^ unMir lUan dicHt‘ 
di<* j-Xm* isl daiiu |j;lci(di dciu Ver- 

hiiltaiHs r/// ; (Ij\ Kia»‘ stolign VpniadiTuu.j^ von von cdnoui 
l*uuktt‘ tt bis /u riann Paaktn h winl tliindi rin«‘ Ourvti dar- 
KosUdlt^ tlii* dial Ibiakt a aut h vniiiiadob tliasia' Unbiu’^aaf.? 
kaua ntif tuaaulUi’li vii'lc Artmi Das Liuiiairbuanat. 

(Is riaor Holtdina (‘arvt* ist dana ili*r ubHtduii* Wiaih tbs DiilV- 
rnalinls tl 

Kiao Diuu’titiu ir dta* litntloa Vuriabli*n j\ ?/ hut, WfaijjrsUuis 
Htnvoit sin niadtailii^ didinirt ist, ia Puaklt* tb‘r isbcnt* 


Kig 111, 



tdana bisiiinadna Wnrth, uml fok^Urb ^adnlrt aimh */u Jtab'ia 
Wcndlm von s nin bistinuatnr Wtadh vtai ii\ Dinst* Zinaalauni^: 
kuna sicli nimh uul «nnna f^nwisHnn Tlndl tinr rr-Klaan* hts 
Hahrauktaa vtm dniu wir nlan* Hitdn ftanohnH‘a, dnsH (da Miitdaai- 
tlnnl laid aicdd idia* blossr Linin std* Cbduai wir von cltnn Piinkt 
m fiatan lunnullitdi bnaanhUartan Puaktn | f/c iibnr, ho 
aadnitlat aurb w vhw AtmdnruaiJii uud wir br/ninbaca <Um maum 
Worth van w init w \ thr, 

'rrnt/, ilicsor oiadouti^oa /atortlamiK tlur Woribt^ von ir uatl 
aoaaoa wir alaa* ir aorb iiiuht mtm Kauotion van Hoadara 
aur oiao Funriioa vtai x tind //. Daiait w tnaa Kaaatian von .c 
Hoi, lauHH aooh tdm* wnitt^ra Ibnliaiiuag orliillt Hoin, dio wir aaab 
Hi tsu an a ho lusHoa: 

Ks wirtl w oian Kuiiotioa von goauani^ wtjun 
das Dirt’orou i iul visdiiilt riiss dio tlz in JotltMu Puukta 
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Sechster Abschnitt. 


§. 4G. 


z 6iD6ii von dcr ilich.tuiig von uncibh.dngig6ii 
Werth hat. Ausgen ommen konnen dabei einzelne 
Punkte sein, in denen dies Verhaltniss tiber- 
haupt nicht endlich ist. 

Mit anderen Worten, es wird Yon einer Function f iz) des 
complexen Arguments z verlangt, dass sie einen Difterential- 
quotienten in Bezug auf z besitze. 

Wenn diese Forderung erfiillt ist, so miissen wir denselben 
Werth des Quotienten dw/'clz erhalten, wenn wir dy — 0 oder 
doo = 0 setzen, und so erhalten wir 

dio dtv . ^^o 

^ dz dx ^ dy 


Wenn iimgekehrt die Bedingung 


( 4 ) 

befriedigt ist, so folgt 


dio . 

dx ^ 0?/ 


dio 7 , div . d%v I • 7 X 

woraus der Yon dz unabhangige Werth (3) Yon diojdz wieder 
hervorgeht. 

Die Differentialgleichung (4) ist also die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, dass %\) eine Function des com- 
plexen Arguments z sei. 


§. 46 . 

Conforme Abbildung. 

Die Differentialgleichung §. 45 (4) kann oflenbar nicht erfiillt 
sein, wenn %v reell oder rein imaginar ist. Es muss also lo eben- 
falls complex sein, und wir setzen daher 
(1) w = iv^ 

worin und v reelle Functionen Yon x, y sind. Flir diese Func- 
tionen ergeben sich aus §. 45 (4) die Bedingungen 



Oder, da hier der reelle Theil dem reellen, der imaginare Theil 
dem imaginaren gleich sein muss 


(' i> 11 i 11 r uu' A 111) i 111 u n {jf. 


uiul wi'tin inuu cUest* hridon (llrii’luni^t'u niwh .r luul 1/ tlidtiron- 
tilrt luitl luidirt (hU'v suhtruhiri-, si> erliiilt, man 


Zur gt’oimdriHrlmn Vi'rans(’ha,nlii‘hun^ nnlamm wir (‘inn zwniti^ 
Kht*u(‘ ’/M lliilfn, in (hn* r ria’hlwinklifjjc (^mrdinatcm (‘iiuis 
l*uukt(*H sinil^ uml lumnnu Kluuu* die* /r-Khnu'. , wiilirimd 

din .r /z-Khciin aurli di(^ .r-Khinu* hiaHat. Dann ^Yirtk ai)W(‘il r als 
Kmudinufu vnu // nimk jialtmi l^uiki dor (*in 

Puukt dnr n‘-Klu‘m‘ /.ii^nnrdmd*, luul wnuii dit‘. Kuimtiomm n, v 
sind» ho nicdi d(‘r Funkl ?n in Klnnit' 

wnim nirh Y(*riindt‘rt. Kh cmlHpna’hcm Lini(‘n iind Kliudimi- 

Htii(‘k(ni iii dm* j-Ivhmu' lanitni tutd Kliit’luuiHtiU’kt' in d(*r ifa-I'danu^ 
und dit‘ Zutjnhuui^t dnr Punkit' int tdm* nindunti^t*, 

wnnii^Htmm an lan^t' din Varilndi'nin^ auf ^nwissi^ (lid)itd.(^ ho- 
snhniukt !dt*iht. 

I'Unn s(i!nh(‘ ^C(H(<‘ns(‘i I. Znardnuiif^ y:w(ii(S!’ 
(irhii'tc luMiutnuin (‘inti Ahhilduu^, also liit'i* 
»‘in(‘ A!jhildni4^ dnr anf dio n'-Kbant*. 

IH<‘ i^mii^rnphistilnni lvurt('n 
simt Hidnlin Ablulduni^nn von y 

Tlndlnn dm* Knlolinrtliiohi* anf /' 

din Klann* tlt^r Karti*. / *5^' 

Kiun Aldiildung, din dnndi 'f . 

i‘ino Ftun’iiou w dns complnxi'n ^ » i t 

ArK^nnmts vnrmitftdt wird, Inil “ w" 

uhnr t*iut‘ Htdir hmnm’kcniswmdho ^ / 

gtHnnidristdio KiiJjmtUuhnlinhkinl. j ‘ 

Nnhnmu wir dnd untnnllitdi bt*- j p" \w' 

imcihburtn Punkto r, in ' ]V 

dor ^ICboiH* uiiil dicHmiHprtnduin- “ 

<b‘ii I’tinklo /a, in dt‘r 

la-KInmn, HO ist luudi dt*r Dnlinition dor Function (unnpIcKtin 
Argumnnts 


Sechutor 


no 

odei' aucli 

( 5 ) 

1st null 


I/*'' 


w 


ir — ic 


ii/ w u‘" tr - 

so (‘I’guOit sicli aus (5) 

r" 


o' r 


odor 


Q 


L. 

(/ 


(p H 


lU. 


Hicrdurch abev ist dio AuhulirhktMfc <1*^’ hvidm 
ecke y'}, ‘^tiSKnulrurkt. Kmr AuHiialiiiH’ vmu 

dicscr Achnliclikoit kaiiii nur da eiutraitnu wu das Uiflrr^attuil 
verliiiltuisa (4) Null odor ununclHidi %vird, writ daun ib| audit 
mehr auH (4) gcdlil^ort. \v(>rdtni kaiui. \Yii‘ ludiiurii tin, Ah^h du*'. 
immer nur in cna/adiuMi Idudcttui nintritt. 

Dio Aobnludiktut uncndlitdi kUnnur Unnurku ant thu 

Aolinlicldceit uiunidlioh kUdnur, idnuiulur untHpiaaduaulur ku^ttri'u 
iiborhaupfc scliliosHen, luid tnnn nunnt didun* diu^r Aldnldnu* 
in dcu kloinHton I'Ueilon ilhuUrh nclur luudi «'‘Muitirn}, 
Dio Aebidichkeit crstraokt sicdi naturH<*h itn AUvt^aiuaiuni 
nicht auf Fij^uriui von oudUtdior Ausdidiunug; ulna* di** i«l**trh 
lioit entsproohondor Winkol ini;, fibgmdaai vuii diui idnui 
erwahutoii Ausnahmepunkton, ulli^tnnidn. 

Dio. Boi^icdiung ^.wischou dor /r-Kbom^ lutd .v«Ktuaii^ ini 
gegcuseitigc, donu woim ir oiuo Fuiiotinn dos ornu|doxou Ariin 
monts 0 ist, ao iat au(d\ umgokohrt j oino b unotum \\m i’uui|dr\«a« 
Arguments ti)\ uinl os orgitd)t aiob ©in Syntoin riohiigor Ubdrimni^*n, 
wonn man in (2) dio Variabbm r nut x, ij vortau^rfit 

Urn oino AnHoluuiung von oim^ ooidbrmon Abbtlduuic thinds 
cine Function c.omploxoii ArgumentH */,u orluiUoiu -^nrhi imm, 
wio 08 ja boi LandkarttMi autdi goHohioUt, ziuiiirhHt uin 
nanntoa Neti^ yax gowinnon, d. In man amdit dio boidun Cbuvon* 
schaaron in dor oiiion Ebono auf, dio don zn don (kmrdinutru” 
axon parallolon (loradou <lor aiulonni Ebono ontsprcudum* lint 
man dieac Linienachaareu in btndon Ebonon mil Idnbingliobrr 
Dichtigkcit vcrzcicdmot, ho iat oh oin LobddoH, m tdnor boHidag 


S. 4U. 


( ’ u n f u r iiM' A b 1) i I d u n 


I 11 


Ki^nr tit‘r I'iiK'u Ehi'iii* das Hild in dor aiuhnani bd)Oiu^ 
luit (i<‘iiaui[i:k(*it (‘iu/.iilra^tni. 

Nohnuni wir als Kuindinn th‘s ooniploxcu Arguiuouts w aii, 
and sotzoii also 

(d.) ‘0 I /// - f{w) /{}i ) in), 

so siud j' and // nudli* Kinudionon tUa* nsdli'a Variablen n, i\ 
1st. otwa 


(T) .r rK // '«/*(/<, o), 

so (‘rhalitai wir in dor a\//"Khrm‘ '/wtd za rinaadta' ortliof^onalo 
CUirv«‘!isrhanrou , woim Nvir oinaial r o.onst, dann ii - (ionst 
sid'/taa Wir kiiaaon also ^^vir in §, 1)1) n und r als krunun- 
Hni^o (loortlinaton in diu* a\//-El)C‘no anstdoMi. 

Ik'Zfirhnoa wir iuit r/s das Luiiontdtanont in d(»r .r //- Ebiaus 
so ist 


(H) dj- I (I ’ ((/.r I idjf) (ds id if)* 

Hozinrluaai wirnut/^(/r) dio tU'rivirto KancUon von /{to) und 
lait F die? c^onJoKi^’b'* Kanrlion von J\ (L li. dio KunoUon, dio aus 
/' daroh iViv Vt'rlauHchuii'j; von / mil, / in don (lotd'litdt‘nl(ai 
ontstidit, oadlioh init. F and id dU\ mil. and iv oonja^drbm 
Variabbai ./* ///, n i i\ stj isl. 

d F{id), 

ds'^ ihdd Fiir) r{id)dirdw\ 




t ,1' 

t u 


( If t s . r X 

t H t H t i' ^ 


and wonn wir also 
I 111 M fill') Pud) 


(;■;;)■ > (;:) 


Hoi/.on, so folgt 

{ HH iLv^ i dp M (d id \ d d^). 


Dio roidlo Fiuudioii ] *1/ isl dio liiuuiro Vor j^riisHtuMuiK 
tidor ili*r MniiHshtiil» dos Dildos. Kr ini von oiaor Stollt^ zar 
aadoron voriindorlioh , hat abor fur jinltt Stidlc^ (b*H Hildi'.s (dnou 
boHtiamibm Worth, 

WtMin /wtn Kliiohcmstuoko. ta)nronn auf (duo drilU* al){i;(‘bildot 
Hind, HO sind si(* aatdi auf tduamh'r oonform ab|j!;(d)il(l(d., and 
daruns m’l^iobt sirh dor yutz, dnss zwod Fuuotionon {f\, /r^ 


11*2 


Sechster Abschuitt. 


§• 47. 

des complexen Arguments z aucli Functionen von ein- 
ander sind. 

Wir geben. weiterhin fiir die conforme Abbildung einige 
Beispiele, miissen aber zuvor noch einige andere Punkte der 
Fuuctionentheorie erdrtern. 


§. 47. 

Integrate von Functionen complexen Arguments. 


Wir grenzen in der xy-Yihene ein Gebiet durcli eine ge- 
sclilossene Curve ab, in dem die beiden Functionen it, v von 
0 ?, y endlicb und stetig sind, und wenden den fur die Ebene 
specialisirten Gauss’schen Integralsatz [§. 39 (9)] an. Da- 
durch erhalten wir 


( 1 ) 


II (i “ W) = 1 


{v dx ^idy\ 

( — %i(lx -f- V dy). 


Hierin bezieben sicli die Doppelintegrale auf das Innere des 
abgegrenzten Gebietes, die einfachen Integrale auf dcsseii Be- 
grenzung, und zwar so, dass das Gebiet im 
positiven Sinne umkreist wird, und dx, dy die 
mit Riicksicht auf das Zeicben genommenen 
Projectionen des Randelementes ds auf die 
;z;-Axe und die y-Axe sind. (Man scbe die 
Fig. 21, in der die Begrenzung beispielslialber 
aus zwei Stiicken bestebend angenominen ist.) 

Wenn nun 



(2) 10 = u -\- iv 
Function des complexen Arguments 

(3) ^ z= X iy 

ist, so verschwinden die beiden Flaclienintegrale nacb 46 (2) 
und es folgt ‘ ’ 

W I {^dx lidy) =: 0, I {iidx — v dy) — 0, 

Wenn die erste dieser Formeln mit i multiplicirt und zur 
zweiten addirt wird, so ergiebt sicb: 
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Oder auch 


j -f- iv) {dx idy) = 0, 

I 10 ds — 0, 


iind hierin bedeiitet d^ den Zuwaclis der Variablen der einem 
Fortschritt iin positiven Sinne urn das Element ds auf derGrenz- 
curve entspricht; iv ist der Werth der Function, der irgend 
einem Punkte des Elementes ds entspricht. Wir haben also 
den Satz: 

1 . Das liber die Begrenzung eines Flaclienstiickes 
genommene Integral 


bat den Werth Null, wenn im Inneren des 
Flachens tlickes die Function to endlich iind 
stetig ist. 

Es ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir diesen Satz, die 
uiis zu einer Definition des Integrals- einer Function tv zwischen 
zwei Grenzen fiihrt: 

Man nehme zwei Punkte c und ^ in der ^’-Ebene an, und 
verbinde diese beiden Piinkte durch zwei beliebige Curven Si 
und Diese beiden Curven begrenzen zusammen 22 . 

ein Flachenstiick, und wenn wir annehmen, dass 
in diesem Flachenstiick to endlich und stetig sei, 
so konnen wir den Satz L darauf anwenden. Die I 

Begrenzung setzt sich aber jetzt aus den beiden / j 
Curven Si und zusammen, aber so, dass die / / 

Curve $2 Richtung von c nach 0^ in / 

der Richtung von 0 nach c zu durchlaufen ist, 

Das Randintegral zerfallt demnach auch in zwei 
Theile, die einander gleich und entgegengesetzt sind. Wenn 
man aber in dem Integrale langs der Curve 5 ^ die Richtung der 
Integration umkehrt, so muss man, gemass der Definition von d0 
gleichzeitig das Vorzeichen anderii, und folglich haben die von 
c nach 0 genommenen Integrale auf den beiden Curven und 
$2 denselben Werth, den wir mit 
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Sr'i' h.Ht »‘r 




tr (I . 


bczeic'liueii. Ibis Integral U nur .nr 

(Trenzen e uuil uiul /war i^t t*^, »!a nti rb|?n.rnaa 

IV von (ler Kielituiig d uiial»!iangi‘( 1 nurinq^ .|r , ,im 

jiloxon Argunnnits 

Es ist (labei alan* daraul /n arliteu, »i - 
tionswcgo- ,Si, S‘i uur ilanu itnun'r jin*'!!*-!!, luf. ;n rf- 

gcbeii, wnnii in dinu vtni ilnn-u ring*- I liri.ru-.lurk 

kein lInBt<viigkoils|mnkt drv Fuio1i‘'n e lirv-:!. Ww la-rlnij 
also nocb ileu Sat/ aus: 

2. Das /wisehiMi den Erm/rit •• u?-i / * nMZiauK h?^ 
liit:i‘gral 

j ?# }/ , 


ist tdne iMineti^ui rMifi|»|r \r.?u \ « / a? dr-r 

nboren (tren/»‘, and i4 \**tn I a ? * I .i! XM?, i »*, ri»r 
lUiabhii iigig, lango dt*- .ri bn s 

rung aiidlt ilber eUien t ir>lr!i-:krit bia - 

WOggullt. 


Dio Kuuotiun a* I ^ur4 lu d«ja Dunlin- tia 

ondlicli, Das lnti‘gnil dit‘Hi*r Fiuirtina , ul»ri viu»‘ Aru a 

aniseblit^HHOiHle Kinie i.^U'4 d„d:..ri sa«-L,! t.t!«'adi 


Kig. *iJK 


Null Boita Wub! ul«*'r 
tlioHor Cairve unutdaoigig 
/wrd solrher Enrvni r* iiipI 
Hinggobiot ejidlifh and 
also /ur {b*f%tiinnMt3ig 

(ku'va k eiiiet! Krei*^ nut \|sU'«'!|*"»iL?. u uiol 

oinom btdbdjigon Uadiun r witlibai. Hri/rn %kir .div. im 4ir 

Ibinkto dor Kroisperiiibario 



; %«ii|4 ih't ‘illlU 

A -4 n SS4 i|« Su U«!a 

rjf a. 

liii djr 


r 


so ist auf dor l^oriphorio 

(/.:* / rr*'^ dtf 

and folglioh 

0) 


«l j U «! 




II 


^5. 4H. 


Dor Sat/, vou D-aurhy. 


Ilf) 


4s. 


I)<'r Siitz von 


Wnnn tlin Kniiftiou ir - ■/(-] in nimnu (D^hic'to .7’ niit dor 
Hnj^rtni'/un^ s ondUidi inid stt*lig ist, \nid nurh ('.iin*, sti'tign Dnri- 
virio hut, ho wird Knnc.tinn dnr V;u*iuhl(ni t 


<Pi() 


/(0‘ /U‘) 

t -- 


ill thnnsidhnu (lidiitdt* midlich nnd Ktdu, nnd sin ^nHULllet. 

ulst) din Ainvcmdiin^ dns 'riinornius 1., fj. 47, d. In (’s isti das iilau' 
tlin Ih’L^rtnizuiip: h j^nnoniiiuMio Init^grul 


(1) 


\fU) • /U) 

I 


(It 


' t). 


Ilinr hiuh'uint / tlin Inii'ijfndionHvnriahln und .r f^ilt lau dnr 
Inti’^ratiou als I’onstHTit. Ilii’nius ahnr (n’liilli. man 


* /(/) 
i 


(I t 



nnd rnu'h dor ^‘(^rmrl (7j d(‘H vniajL^tni I’ara^raplimi 


(2) 


1 

2.T/ 





wn duH Iuli‘p:nd nlamriillH iilmr s /ii m’slrnnkmi ini. 

Diimn Ktirnud rilhrt vmi ('aut’diy hm*. Sic ^dlt Hindi, wmin ilia 
iMHllirhkidi dcH I)ilTnrnntiuliiuutimd(ni /’' nur im Allf^miudnnn, 
d.h. init idAvui^nr AuHuahiim ninznlnm’ Punkti^ vt)niuH|^n'Mi‘t.zt wird, 
luid */.»*, nlsthiniu duss Hnlnlu* AiiHnahmnpuukii' bin oinnr Htniigtvu 
hhuuditm van (’muplnxmii Argumnnt uitdit vnrktnnmmi kiinimn. 
Dmm ila dnr Pnukt rin inunnn* int, sn hbdbt in dnm Intt'gral (2) 
<lit‘ Kunciion unim* dnm lnt(‘gral'/tdcdnm durcduiuH mulliidi, und din 
DilVnrnntiaUnn d(‘H Integrals luudi «:■ kann untnr dmn InU'gnil- 
/citdmn auHgnfUhrt wt*nlnn. Ks erginbt siidi so fur din DiUtn’mitia]- 
(|untinnt(m von jndcu* Oninuiig: 

... i f 

^ ^ dz ' 2?r/ J 

tb\f{z\ _ 1 .2.:i n r 
• ' ^ 2 7r/ J ‘ 
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A huit t. 




I. Eino Function c.uuplc \c n A t ■. 'If in cin-i„ 

(JeJiictc ctiiHich uimI stctiir i-’l. l<-if in <iii“.rjii 

(icl)ictc ciKllicho luul Ntrti-c l).-nvut.- mmIit 


Ordiiunij:. 


Ans (2) sicli, wriiu 

(}ol)i(dos T sii\(l 


Uiul / 1‘tillkb' lirN 

\ fihdf 


(5) j (^’) — j (- ) o j 1/ ) If 

Nchniou wir nun an, du^s das (iidurl / di** i^an/n nu*aadhrht‘ 
Ebtmc umiuHHt, uud dass tlif Kunrtinu jiH ii\u‘U Un nu uhiaid^ 
liclios t dem abanlutini Wtndha naah uutrr rndhrlirii itvmuv 

bloibt, BO kthuiou wir iti i.’i) 


( ■: (ti 


setzcu und li ins UnondUrht* \vatdiM‘u .1 !i. wn L-inuru 

din liitograiinu iibar idnnn uunndliflt Kirr. n Jr* 

Daini wird abnr das luin^ral atil ib-r rwld^-n iji 

‘^loich Null, wail U iiu /alibn* nur in drv nn lu 

dor zw(uton Potiui/. vorktniuut und dir n nud 

‘iyr oiullioU siad, uud ns ./t n 'r r.! drr Sal/ 

buwioacm: 

IL Mint' Fnmd-iou nninpU'Xrn Ari-!nni»'tit i , 4ir m drr 
{j;air/,ou Kluuin nndlii’b und i -.t , uud .uu h 

im Uuonillicbun ninbl unnndlnda 5 .a! umIIi 

wiMidig oino (binstunlu, und ttruu im 1 u^ iid' 
liidiou vorHcdiwindnt, isi mr i4rui!i.»*u Null 

Eh H(‘i jotzt dan (liduid 7’ ntn vm mu dru \iil!|tnidj 
sclmobonor Kroia nut dtnu Umltus r angriptuiisuni. Iruu. u4 in 
dom lutogral (2) dor almiduio Wrrih I u*iiB,;%hu'u4 .vtburli 
6’, wiihrond dor vou hu bingo. rin innrrrr Ennlt ru , Llmnrr 
ala c ist. Dor almtduto Wnrili vmu . f d^ib^r nu *•, bin 
Urucb, und oh ini luudi dor bokiiiinlrn NuiniiP"nu*rin« ! !ur dir 
geOTnotrisolio Uoibo: 

1 1 ^ ^ f H 

t ^ y ^ ^ - 

Da Kioh null in ilioHcr uiti*!iinicln-)i U« ih< *ii.. itiHU 

gliedwoiai! nusnilirc.it liiMst, mu fulgi niin (,!i 


S, 'IH. 


Dor Satz vtui (’aiichy. 
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wt'iin 


(7) 


I \nt)clt 

/»il 


ist. 

Ks liissl sich also dio Kiiuotioii /’(^} hi oiiui Roilu'. out- 
wifkulu, dio luudi Potouzou von lortsi’-lindtot, uud dioso Roiho 
ist ('onvi*r^^ont in oiiunn Kroisi^, di'sson Mithdpmikt d(U' Null]>iiukfc 
ist, und tli‘Hst‘n lk‘rij)horii‘ bis an <lon iiiio-list^’oli*<i;ou(‘.n Unstoiij^- 
koitspunkt. vnu /(::) hinauroiidit. Donn so ^Y(ut. kanu das krcis- 
ninnigo (h^luid. 7’ auH‘i;odtduit wi'rdtan Dii'sor Krois wird dcu* 
(h> u V i\ r gtni /. kr i‘ i s ^onaiiui 

Dit* Knt\vi(‘k(dun{j; (b) ist niolits autbu’os als dio Mac.- 
Lauriirs(du‘ Utdht^, and iliro (kiiUTioionttMi lasson sich luit 
lliilb* dor Ilclntiou (‘I) auf dit'. liokannh^ Kona briiigc.n : 


(H) 


An 


1 .2,:i 


/'"MO). 


Sidy.t imtn in di*m Intcp;ral ( 7 ) 

/ ’ rr}*i\ (It — if(l(p^ 

St) kann man dio J,* nm*h in di(^ Kona H(‘Uon 

! /r 

(‘.I) .1,. ■ „ j f{rr‘'i] r. '<"! da>. 

i TT j 

*f 

S(*t'/cn wir luadi 

rr'-’M 

so wird das ull^oinciiu^ (iliod dor Uoiln’ (bj 


j ‘r 

(1(1) r„ (I )" I /(/■/■•'/■) r'-"'- '/•(/</», 

and diuHtn’ Ausdrui’k wmn man sich atif dim Sat*/ stiitzi, 

dnsH d(u' uhsoluii' Worth oim'.r Siumno. niomals j^rbssor ist als 
di(' Summit dm’ ahstduiou Wm*tli(‘ dm’ Suinmundon, dans dii', C'on- 
vorf^miz dm’ Poltm/nuho (b) fiir jcultin iunormi IMinkt von dor 
Art oinm’ goomotrjHchmi Utnln* ist, d. In so, dass vm oinon tudiimi 
Hnirli t gioht, fiir don & ” / « init unmidlich waohsondom n nioht 
unondlic’h wird, und dass also das Product fur Jmlos nooh 

HO i^roHso k mit nnondlich waohsmidmu a Null mnivor^irt 

Stdzon wir w ’/(-) An, so m’giidit sich aim (b) 

( 11 ) w 1 I •••, 

uud dundi dioso convm’i^miti^ Entwioktduu^ wird jodmu IMuiIcto In 
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St*r «■ V A ss :•? ^ 




(Icr Umgolmui' don Nnlli-nnlJ.- .l.^r ■ ‘ ■ 

Umgebung <l.'s NuUpunkU- ,n -t.-r . - 

gilt audi unigckd.rt. «.•».. .1, s-. \,«U v , . k - d., 

Difforontinltiuiilii'iit - ' '* s 1 t '* 1* , 

spricht jodom IMnkto ii. d.-i- I ‘ h ,, /I ' 

■i»-Ei)om'. aucli tuir cnu 1‘tiukt in dw ^ . 

(lor ;c^-Kbon(^ uud luan orhiiH atf'* HU * 

ill (lor Form 

( 12 ) » - //, ir ■ /<’. " ^ " 

Wo-im alitir il«T (‘oi'-rrn-miit J, r ■■ K«i!. t- ! , 4 inn .jhat.-n 
wir aus (11) 

)«• Id, ■ .! ■ ; 

mill wir krnmon also, wt-uu I-.- l< u i4, 

yyl.j .: ! •’• Harh %ftu *•:. i 14 ^. 

crlialtiMi wir: 


(i;{) ]ir ^ 

woriu ((i --- uml wi-im \ni> i-i. ni. 

so kiiniu'ii wir hioratiH touo 4-*i I 

(14) ^ \ a' ! \ 

aliloitoii, Hot'/.(*n wir 

W \ «■' " \V^ ' . 

BO shill Q uml q> Polurooortlitiatru ui h* r t . hs*- "v^rjir 

dioHor Formoln ilnns ] u* nthii h«‘n «| 

xim 2 TT wiiolisti woim man ohm-ii ntitnAi-.y^n I nm 

den Nullpuiikl in dor ir-Khoiio marld, 

Ms ist uIho ^ oiun /.woiwrrl!iii4»* , 

Kineni Winkol in dor fr«KI«onr, th'r mi NmlF 

pmikt lint, ontHpriolit oin dojipoll ffro-oM-r Wml.r| m d-i 
.0-Eboiio* 

In diosemFalU^ dor aUit tbtdnrrii nt, d.rr. nu 

Nullpunkt (iir'dx' vorm’hwindotj irsii in ibnn N'ulip'-.sidJ rni*- 
Vorlotzuiip; dor Aehidiohkoit in tlon kFnnHlt‘ia I h^-ih hrt, tr.nl 

Um auch in ditmmn Fnlh^ oino riiid**"4lifv*' /wri*-r 

Flacheii auf einandor m orhulion, nnro^ do sr4'.t#rnr 

durcli zwci lUiltti'r ulmrdorkt d^isk^m, dir t lokrtn-iriii 

dea NullpunkteH iiludiob wio dio 

gegenseitig in oiuandor uht‘rgrbon, wnlo-i A.m ril;.dt 4;ri 
aiulcre durehdringnn mwHs. Stdrlir FFsrIioii hra-virn n..vrlt !:i»- 



4!l. 


S(t‘(lp:»‘ l'‘n r I si‘ l 


Hi) 


mnini \ <’r/\vt‘i^!:nu^srirK‘h(Mi uiul (lit‘ uin, dir sir sirli 

winilru, \ rrzw t'i^unji:s|)uiikt.t‘. l)ii‘ lauit^n, in ilcjuni sitdi <li<‘. 
iM'idt'u 1‘larluMi 'j;t‘‘»(‘nst*iti|f (lm*rlis(‘izrn , wordt'ii aiudi V(‘r- 
/ wri^r^^i^ssi'hnit l(‘ {^(‘uanut. 

\ ri7.\vri^tmp!:s|)utiktt‘ IrrliMi ininirr daiiii iioUiwouili^ auf, 
wtaiu rs sirli uin dii‘ (‘rulnnnr Alihilduii^!; zwadui' l>(‘|j;i*rnzt(*r 
I’ larhrn aid rinandta* liauihdt , vtni diairii dir (‘iin‘ in dnr Ui‘- 
u;rrn/iin^ rlnr Mrkt' hat, wiihrruil di*r ru(sj)rrt'luuidi^ ^IMuul dor 
IJriXrrnzim^^ tlrr aiidrrrn ;^dat.(. viu’liiurt. 

Tin ilirsrn wirhli^ini Uiiisland id was i!;rna.ur,r d;u‘/aih*jj!;rn, 
nrliinrn wir an, dass din I>(‘|^n*rnziui^^ riiirr !‘’i;j;ur in ilrr ,:-K1 h*u(* 


iui Ihuddi* o rinr Isidvi* hahr, 

in drr dii‘ lu‘i<h‘U rH\i>;rt‘ii/an)^^ssl iirkt' 
uninr <lrm Winkrl /aisanumni- 
strssrii, Hr ihiss dit‘si*r ^Viukld im 
liiurnni tlnr ahzuhi!dt*inlrn MiUdu' 
lit^p;t, Fiihrrn wir rinr lunir Va- 




riuhlr 


dll diirch din SidisUtulicm 




/ 


: .:‘,k sr win!, wilhnnid riinni 

llalhkrris am ihni Nullpuidd hr- 
srhrrihl, rim*u Hr^ini vim tUn* 

(Jvtlssr utt hrsrhrrihru, and rs is|, 

alhfi dir Frki* in ih’r .i-Fhian* auT rin f',lali. hnarrnzl.rs St.iirk in 
drr .;j“Hhrnr rrnirnn ah;.!;idiildr(. Srll nan di<‘sr Isitka in dm* 
a'-Mhrnr Khnrhi'alls aid’ rin dtai NaUpnnki inn^r.hrn(h‘s, 
lM‘|.(rrnzti*H Stiirk ah^cdiildrt wrrdrn, sr wird tdnr (unduiilif((^ 
1‘huadinn van /r srin, lunl sirh nksr in tlrr Frnn 
( lai — w (f/,j i (tx ir I ir * j - v) 


taiiwirkrln InsHian lliinams ahtu’ frlgtad. man Hir rinr 
wirkrhmg vnn drr Fctnu 


F4id.- 


( Id) 


ilh 


h,ir I 




0 . 


wrnn di(* ('tM'dVndtadrn (kniHtantrti sind, van drnru /a> von 

Nidi vt»rHt*hirdru ink 


§. dd. 

Sit* tigrs Fartsa iz iing* 


Miudit umn in drr Farmt’l §, -IB (Ci) tlir SuhHiiluiion r. 
fur « uinl rrKrtzt ilunn wuulrr /(^ — r) durrh /(;;), so iilH*r- 
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SiM'hsttT AS* rluiin. 




trJigcii si('li (lit' jiti v<jri,uc<*u l*urufj;ru|»lH*it itn* »h’u \u!l|Hiij|vf 
gcleitctcii Rf.sultulo nuf I'im-ti liclit liitji'ii ruukt > . l : , . ri'n-iit 
sich oiiu! Mntwi<’)ci'Inng von ih'r Fnnn 

(1) /(.:} ^ : ' I-, 

»t M 

ill (lor (liu lU‘il('utmjg hat 


uTul (liose Uoilu'. cimvor^irt ia fiaian nu^ ruukt^^ «• h^^srhur 
btaion KroiH(‘, (l(‘r l)is xur aiirlislra Ih- »h’r !*na» riun 

f(^') roiclit 

Nimmt. laaa in tUi‘H»au Knasr vimni /uiat*-u I’naki ^ ‘ .uj. ’ m |,.uju 
nianoino KatAvi(‘kolnng vua/(^') aarli iNara/m vmh ^ aai ^ril, 
dor(3u (]oiiY(U'Kaaii^lcr(us aa»f4.lit‘la‘r^v«nHf* sihs r *h'r luiLr ||| 

liiiaiUBnacht, uiid kaiui so ilo* KaartiMii li « 4ar» h 0 / 

roihoii HtoU^f fortsidzoa. hS kaua tlahrj l all v*.i k..fasa» n, 
(lass (’onvi'ri^^t’n/knnso iimioa* khaaor mol k!*nii»a nnd 

(lass man mit dit'sta* stotikoai Fortsrf/su 4 C aa lii uhn- ran 
Goliiot hiaauskoinnit, lint ahrr di** Fiuir!ii*i4 n^-i lu uo^'ia rud 
licdien Tluul dor Kbiain am* oita* oadluda* Kaht I n 4* tad.^ if v 
punkton, ho tritt dionor Fall uioUt ida. mid m.io l^%nu da- I nn.-^ 
tion/(.‘-) iihnr dio gaiiKo Klumo hirNri/*'!!. I i. dudi k-auro 

sick (lah(U fur dusstdho (kdiiot vuu . vrrHrko-drr;r' Wrjih*^ 

/(^) (‘rgcdioa, jo luudi than Wi‘K‘% hu! dmii mm Am f uji 

s(dzung in tun hoIcIk'h (hihiid grluhr! hut, 

W(uin diu Function /{,:) in ima-r dmvh d^-a VnuU - 
don Lillie douWiudh 0 hut, ho hakim anrh alk* dn*” Fmk^irsiii-d 
(iu()ti(‘nt(m in c den Wiudli n, mul dm Fmmod tli dav. 

(lie Function /{^) in dcia mumi LMnuu^trsi/km-i^i nm . dm 
Worth t) liat ISuHmdhe gilt nurU fur dto dnr* k l 

setzung entHtaiahuam Lckioft% and wir ^Thaltr'u 4«ui 

Line 1* unction von di** sn #*inriii Linis n 
H t ii 0 k V c r H h w i a d c I , m n ^ h id n f 1 . r h 1. 1 
Htdiwindtui, so wait nic nirtig inl. 

In (lorHollum Wcisc wiiMlic Wcrtlm .■ r I-ihhI h k. 1 inn. 
tionen, die ftir ^ --- / noch (uullirh and sloiig ^ind, di»*nrr Wmli 
behamlelu, und amn koinmt nuf ikm Iriih^rm Fall /lintel dnuix 

<lio .Substitution I Man orbnh aU., .U.-h..,. 1 atl-n h.r 


S* U<‘riprnlvt' Uailii'ii, 121 

rinn iMiiu'tiou / (.:) cuu* iiach tallciHlcii iNjinizcii 

vtm : 


ilir a iissi'rhulh t»hu'H Krrist's mil. liinliin.i^lich ji^rossou lladu'ii 
laiuviaadrt. Man spriahiaus (lit'scm (Irumh^ in dm’ iMincUoiuuitlu'orio 
vnti tdiuMu tnuMidlii’.li l‘uakta‘ uml muu kauii diosc', 

Ausvlrurkswais{‘ atu’h dar Ansrlia\iuiiiJj zu.L!:iin!4lich tnac.Iu'u, wmni 
man als Tr:i^{*r (Urn W(‘rtlH^ vou uiaht (dim kdaam, soudorn 
(diH' Kufijcliliudu* tml raahicd-, dit^ man (dwa, dun’li slan'o^rapliisalK^ 
ProjjM'tiim aus dm’ Mlimn*. nhlcitid. 


ij. no. 

H(‘ispitd I. U(uuprak(* Kadii*ii, 


Wmiu /(a‘) (uiu' ^air/a* tiiman' Fuiiciimi vnu iv isl, uud 
: j' I i jf, ir u ! / /' gc’sctxt wini, datiri wcrdmi .r und // 

lin**an‘ iMundiimau von it and a, nnd oh (mtspnadnm nonslanlim 
W(*rtlnm vmi n und r /\voi Scliaarmi auf oinandm* simkrotdiO'V 
arrador Linitm. Uio Ahldlduna ist limr idiu' vtdlkummtni iihn- 
I it' ho, tiio vrrhundmi ist, mil ('inm* Undning. Anf ditmmi (dn- 
tuchou l'*all ipdum wir liim* niohl niilnu’ (dn. Iv* sid /unaidisl. 


I 

iv' 


hdl^licdi liahmi wir 


,/* 


a- 



If 


a" 


yj I iji 



/*{./ ’ 1 //-) \ }l ' 0 , 

a I //«) ./* — 0 . 


r 


/.U 


Dio a«lhirvmj und dii’ r«(‘urvon aind l)i(‘r /Avnd Sohaarmi von 
KridHtni) dmam Miltoljiuukln auf dor //-Axt* und auf dor .r«A?ci^ 
Hojj:ou, nnd dio nllo duroh don (k)ordinntouanranKHimnki f^ndimi, 
Dit* KrotHo jtMlm' St'luiar hmdihron tdnandnr ting. 25). Kh Bind 
hitn’ di(* gmr/.tm Khonou « und w oindnuiig auf tdiiandm’ 1 h‘- 
zogon, fimn unondlioh ftnmou Ihuikto dor oimni Kbtuio. (uilBpritdil. 
t!or Nullpunkt diu* andormn 

Dii^sor Ahbildung liinHt aioh oiim undone giamudriHolM* Don- 
tung gtdHun Ilnlion wir niuon Krain mil dmu Uatlius a, ho kiinmui 
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SefJiHt lU’ All HI* huh t. 


:*n. 


wir oi noil inn oriui Puiikt^r uiul I'ihi'u /ittir‘hu‘u, 

(lie aiil* (lorn ^^loiduui Radius so zii einaialcr th v Kreis. 

radius e die iiiitfchu'o Rroportioiiah? xwisflit'n ihrm iHudni A)» a.iudea 
r-i vom Mitt.el])Uiilct(Msi. Naluiien wir r 1 :iu. no winl al,n 
r)\ — 1. Man I’onslruirl dim I’uiikt weun man dunli 
klcinski S(‘liii(' le^t und in ihren Mud|>unlvt«‘n dii* Knasi 
zicdit, die sicdi in deni Pmikte seliiifidtii (hiii ;!ri). Am dn-.r 
Weiso wil'd clit^ fj;anzi‘ Klmui*. auf sieh Mdli -t ale^^dnld^ l , uml 



zwar so, dass jialm* innere Runkl taimm und jrdrr 

eiuem innerem entsiirielit, Der Nullpniikt uml fter t unmlhi hint 
punkt outspracheu eiimnder, 

Diose Ahbildun^^ liekst die Ahhildnni^ dnrrli r*M ipmk^. 
Uadien. 

Man kann mui inu'h nine dritte Atdnlduiu^ . ui« 

(lorn man Jodoin Runkte tlen in nnlf dn* 

tris(di gele^mnon Ruukl. entspreelnm land, Ihv \)daldnij--{i . ^ 
und (mtHprecheu dann eiuander wi«* daH«)ri^$nal Spn^tid^: 

Inlde, (L li. sie diireh rniklapinui \m dn* .r A\-' in \ul!^ 

btilndigo Doelcung iiher* St*Uen wir ulmr 


so ist 

1 ^ -i ’ ' } //| / 

, .'I j-| 


X ' * ’ r coH 

■ f\ e«iHi It*, 

uud folfjjlich 

y r nin Ih //, 

i\ Htu It 

(a) 

■' 1 



und os stinimt also dio Aliltildiiiifi v..ij *’ nnC ma .in -hirrli 
(1) vorinitteltoii Alibildiuiji dcr (o-Ktiono imj' <ii<- ■-Kiwi..* ni.-r- 
ein, l‘iS folgt darims, dass ilidsi! ililil.-r in «ifu M.'inHtci. 
iilinlich siud, uud darauH orj^iidit sirli w.'il.T, ilu'ts .U.* Alibjldni!^ 


S. r»K Abbihhino’ ilurch liiHMi-a ‘j;'uhr ucluuio F uiic tin in* u. 1 ‘JH 

(lurch ri'chprokc U iulion ich fulls in don khunsU'u 
'DumIimi iihnli('li, nlx^r s p i ;j!:c 1 h i 1 <1 1 i(‘. It illiulicli i.si. 


l>i‘ispi('l 1 1, Ahhildun^ ilurt*. h liu(‘. ^ ('h ro clin n t‘. 

K u lu' ( i 0 1 H‘. n. 


Die I'unction, (li(‘ wir ini vurif^cn Pnnijjfniplu'n l)(‘l.ru(0it(‘l; 
lialuni, ist cin spt*ci(*ll(‘r Fall dt^r liiuninni {^('hroi'lnnuni Fuuc.tinu 


(1) 


ir r— (t 




a 

~ ft' 


wurin a, /I r(H‘ll(‘ oih’r iina);^inriri' (InuHlanh* htnUniltni. He. i 
d(*r Al)))ild un|jj (lurch di(.‘so Func‘t.ion cnlspriidii j(‘d(nu 
Kiums in dcr //’-Khciic (‘.in Krt’is in dc.r r:’«Fh(‘nn und 
umfi;('kt‘hri, wnlnd jtnhK’.h aiudi fiji'.nuh* Linic.n als Urtuixfilllc 
V(m KrtuHcn auflrclini kiiiuuun Fin sic,li hiurvon xu uhnrxau|.i;(‘n, 
hiMh‘nk(‘. nnuj, dnsH die (ih‘it‘Jmn|jf (‘in(‘s Kr(‘is(‘s in dnr n 
hIh cim^ liuuurc* (Jlcichun^^ xwi.scluui d(*n dnd Varia-hlnu 

N'*' I u, /' 

nud Ihl^'lich aiudi^ wenn ir und /r' enujun;!!*!. iina^iniir sind, als 
Uncart* (Itcichun^ /wischen 

//•//*', a’, a*' 


darguHltdli wtualcn kunn, t*t.wa in dur Form 
FJJ /1/c/F I Ilw I /I’FF i dr- 0, 

Hitnnnknnu/I rtadl an^n‘in>ninuni wmahui, und wir stdxtni ns 
nur dartun nicht ghdtdi I, well dicj (ihuc.huu^^ (*J) auch fiir dn* 
^rradt^ lauit^ fj!;tdtcii nidi, wenn man A “ std-xt. Diuin sind 
/A If cunjugirt. imagiuiir und d ist rtadk Macht man alan* in 
(2) dit^ Sulmtitutinn (1), iiulcin man nnch 



H(dxF Hi) I'rhiilt. man cine (Ucichung vnu (hustfllam Form wit'. (2) 
/wimduni den Variahhm dit* ulsn wiudur (‘imui Krais in 

del* .>Kheun darstellt. 

Die FoiiHtantnn u, a, ft lasnen niidi m Imstiniman, dasH dr(*i 
Hmlingungan hefriedigt w(*rdtm, x. Ik so^ duHs dr(‘.i gf’gebouen 
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Seclister Absciinitt. 


§. 52. 


Pxinkteii der einen Ebene drei gegebeae Punkte der anderen 
eiitspreclien sollen. 

Als Beispiel nebmen wir einen Kreis mit dem Radius c um 
den Nullpunkt in der ^ -Ebene, und verlangen, dass die Kreis- 


Fig. 27. 



+ ICO 

w 





-•3 

0 


Peripherie der imagi- 
naren Axe und das 
Innere der Kreisflache 
der Halbebene der 
negativen u in der 
tv - Ebene entsprechen 
soli. Damit ist die 
Substitution (1) noch 
nicht vollkommen be- 
stimmt, sondei’n es 
bleiben noch drei re ell e Constanten verfligbar. Um diese zu 
bestimmen, wollen wir festsetzen, dass der Mittelpimkt desKreises, 
also der Punkt ^ 0, dem Punkte w = — a entsprechen soil, 

worin a eine positive Constante ist; sodann soil dem Punkte 
der Kreisperipherie 0 — c der Punkt = 0 und dem Punkte 
der Punkt io=: + i^ entsprechen, dann erhalten wir 

(3) to = a — i — , 

und diese Function giebt also die conforme Abbildung einer 
Kreisflache in der .e^-Ebene auf eine Halbebene, bei der die 
Punkte der einen Flache denen der anderen gegenseitig ein- 
deutig entsprechen, und bei der entsprechende Punkte immer 
stetig mit einander fortrlicken. 


§. 52. 

Beispiel III. Confocale Kegelschnitte. 

Wir betrachten noch als letztes Beispiel die Function 

( 1 ) 0 = 'CQSW^ 

worin die Function cosinus fur ein complexes Argument durch 
die Gleichungen 

cos(^i -“I- iv) = cosu co^iv — sin^e sin^^; 


( 2 ) 


COS^^ = 


ev e-v 


sin^^; ^ 


. e^ — e- 



C'O ii i (){* alt', K aohuitte. 


<le.{liiir(. ist. Ks (‘rgiobt sich hicniuy 

C‘()S Ve- cos?'?;, 

•// — i sin li sin f/?, 

und wcnn man u nnd r (diminirt, so I’olgt; 


Kh mitspriidit also oiiumi constautoii v oinc diu’cn 

Hrcunpunkit' din (loordiuatou x — ±l,yr-.i) habnu. Einom 

<‘ousta\di*n h nntspritdd, nine Hypnrbid mit d{‘.nstdl)tm Hrtmn- 

punkltm; // und r nind n!li ptiHolio Ooordiiuiton iii dor 

Kli(Ui{‘, Um all<‘ Wortlio von ou 

. lug. i2H. 

If und jtalon iiui* (uinnal /ai 

(U'lmlUm, lial nnui r von 0 \ / 

liis •/ und n von — ?r his -| tt \ \ 

gidnm XU Iushou, Wemn niini- V..-. / 

lioli r von 0 his unondlicli / 1 I \ 

Lpdii^so o.rhiilt man inm* Ho.haar "" — — "'t" 

dio ganz(‘. I'daun* tunlaidi ilhta*- V / / \ \ ^ 

xiohtmthu* Elli])S{ui, doro.ii (*rsi(‘ / \ x. 

fiir r () sioh auf dit^ V(!r~ "" / \ 

hiridtingsHl rook(‘ d(U’ hoidtm / ^ 

lirtMinpunkU^ // • 0, x - | , I 

xaiHaiumnuxitdd.; und wcuui n von • ^ ?r his -\ % jDjohl, liluft hid 
cousUintom r dor Ihudd. a:, y auf oimu* diimor Edlipson giu’ado, 
oinmal hortiin, /woi Worlln? ii uiid n % oniHprochoii dim 
hoidou Aostim itiu’Holhim Ilyporhol. Liogt; n zwisoliau — % und 

j ^ %, HU ini x posiliv, und nniu orhiilt danu don don Ihamn- 
})uukl X 1, // ™ 0 luuHohlioHsimdisn AhL 


S i('li (» u t « V A hnrh lUt f 


D i f f e r 0 n t i a 1 K 1 i c’* h u n k n . 


I ) <• I'i n i t i (Ml u imI 11 1 u t lu* 1 1 n a k- 

Int (li<^ driest' // rim* vmu rur r M4*'r uh’Iu. iui» 

ahluiiigigon Vrriiiuh‘rlirlu‘ti, -hu kaiiu ila mil 

dioHon nnahliiiiiKip’n \'rriimlrr!irlu'a In r4rlar4* ir r ^ air.- 
godriicki «r'in. Dvv riafai’IiHtr Kail inf drr. #I.ih . ilr* tir.ddiairtr/rh 
Variabt'.ln and din Kuartiau dun-h rua* tmi » ir.uidri' 

vorbundau Bind, in wrhdnn* atn^rr iluiru nur * ui!^ fu-ra-u 
vorkonmunu Kinn Holriu* dlrirhuui? nrniint nt.gsi ^lu*- 
Glcuchuug /*vvis(’luni dru VrhintlrrUHis u, iu^4 r « nuJ dr* ^inii 
Nainon auHgnspnH’luni nrin, dm^ ui 4rr itirr hua,? um ^-adlr-hr 
GniBBun, uIhu kninr l)iirt*rriitialts aurli Innv \ « ils^dhavr mu 
DitfortmtiaUm vorkoininru. Itn iingvumUr m dru « n4lr Im 
Gloiclumgmi 2:wiMc*lu‘n dnn vrmiidrrlsrhrti 4ir 

Difforoiitialglninhangj'n^ 

Muter (unctr Diliarrutiulglrii-iittiir %ri wu ^'inr 
Glokdmrig, wolchr aunwr dm nfuilihii!ii»ii|i>ni Vrji4s^4-ilr-bru uh 4 
dor Fuiustion nocli ninm ndrr mtdirmr |ni!rr^‘itJial>|u.4r rf.. dm- 
Fiinctiou enthiilt, 

Wir untrrH(’hoidm g r w u h n ! i r h Ihllm niis^aglrr-lmn^m 
uiul p a r t i 0 1 1 ci Minormiiulglrirhtjmgrii. \V ttd V :4'i kur-itHU 
voTi luir oiiior VarialiUni x iiUgt*Hnlnii nud kuyinp-n driiiinrb tu 
dor Dillorontialgloitduing nur dir nn<"}t x 

gonomrnonon I)inoroiiti*'i.li|iu>tiriit»*n vui\ ?mi lin-ifst ihr itb ii laing 
oino gunvuhulicho l>iilnrntii‘ud^lvtvhmn^, SmH 44 gr,f.n. 4m 
Functioji von tiiohron-n \'nrinlit<iti '••ui, nn-l .-nthidt 


S. r,.i. 


vn] iHt.ii ihI ijni-t* I u 


rj7 


(lit‘ dii'. ])urti(‘lloii Diitercntialiiuotioulrii 

iiacli int‘hn‘n‘ii Vai'iabidn, so wlnl (\[{\ (iliuolnnig oiiu^ pa.rt.i(‘llo 
I) i rri‘ VO u t i a I jj: I (‘ i(‘ h u u ^onanui. 

Wir Uudloii (lii‘ l)i{ronMilialij;h'i(’lmii'jjo.u (dio ^ow()luilic.lu‘n 
wi(‘ di(' partiolhMi) in v{*rs{’hi(Ml(nic 0 rd ii u n ^cui (uii. Kino 
nin(n‘oiili:iljL,d('ii‘lnn)ii^ von dor Ordimn^- isL oiiu' solcho, in 
Widtdu*r l)ilVort'ntial<|uotit‘ntt‘H von dtn’ Onlnuni;^ uud kuiiit', 
ludu'ron vorkonunini. 

Wir unUn’si’ludthni I i n car o l)i{roroniin,l^li‘i(‘.lmu{j;o.n und 
n ioh il iiuiurt'. In oiiior linoanni nilka’indial^doiohunij; koininou 
dit‘ Kiinrtiou // und ihrt'. Diiriu’iuitialquolii'uUni mir in orst.i'r 
Potou'/: vor uud koiuo Krodiu*t(^ i!i‘r Function init; don Dillovcntia]- 
<(uotiont(*n odor dor l)inor(‘idial(iuotioid.(‘n uutor (duarnlor. Kiiu'. 
gnwiduilicdio linoarn I)ii]orontial|j[loioliun^ OrdnnniL^ Ist <lanit(di 
von dor Form 


1/ 

(I 




(Lr^^ 


{l\i/ 

(Lr’^ 


!l 

tLr 


((n !/ 


X, 


worin Oi, . * . X Fnn(’lif)n(Ui von a’ alhdn od(’r autdi (ton- 
stantr (IrJisson siml 1st X ^ 0, so ludsst dit^ linoar(‘ IHHo.- 
roulinU^loi<’liun|( h o tn o is^ o n. 


Liiiuiiro DillbrcntialKloichun^’un. 

S* frl. 

Dio willkiirl ioduMi In t(*|j(ratiotiH(‘.onstanloiL 
Das Vo! Isl iindigo I uU'.graL 

Dm oiiuui orston Kinldicdc in flio Natur dor Diisung (uncu* 
gowdlmliidjon DilVoronlialgltdolnnig m (‘rlangon , g<duni wir nus 
von oiiu'r tnulUtduui (Utdohung /.wisoluui x UTul //, dio aussor 
dioson vt'riiutlf'rliohon (irimson noch oiiu' gowisst^ An/.ahl von 
(louHiatdtui (‘UtbfilL Duroh n in al wimlorholb'. Dillorcmtiatiou 
loitrm wir nus diosor priinitivon DUncdiung n luuio (lUnchungon 
hot\ von doiiru di<' (*rhto k<duon hrdioron Diirorontiakiuolnuitoii 
ais don (U'sioiu dio. /AVtnt(» ktumm hrduu’on als don /.woitou, u. s. k, 
die* lotzio k<‘in<ui Inihoron als d<»n entlulU. Ann (hun 
g(*wonn(*non Svstonio von a (doiolmngnn und dtu* primilivcui 


Si dll' II t IT A I'fM' h II i! t 


m 

Glcicluing k()nni.‘!i wir n tMtuHtuulr u . I*is4uar»*j, 

wircl t’iiic .ut*wrjhnlit'lh‘ '!rh 

uuiig wt»lrlu* a u^aa/rr ftiffjil* 

])riinitivi‘ (Ili‘it‘huu‘i!:, aus ilt‘r sir hi-r’^rr a-raii “> si 

Durrh tlir prinniivr (Hrirluiuit h! a! > f an \m 

l)(‘sl:iaimt^ dusH dir DitlrrriUiahdra'tuur! Im'Ii irjrr? vur l 
Function //, <lio drr Diilrrmtialcbictuun: '.a'ai/f, 
Ltisung (oilrr auch rin lutr^rall ilrr liiinnrnind^tU-n lar.; 
dii^ AiilTnnlun^ <lrr laisnin^ Ini* A^i 

rciitiidglrinliuniJ:, 

Alls dor vorhcr auj;rsttd!trn n»'fnu'nf am: 
eiuD ouilHchr tiUdtdnin.u /wisrlim ^ uud dn ^ 
gloiclinn^^ OrdlUing lr| 4» l, n I <.-!d 

kauu, din in d(*r Diflrnudiali'lr'irhiinr jjmJ n 

^i Coustantun sind vnltig uutn^'Htnunii , wrta-.. isr h?'; n. . 
riuitialglric.hung ist. Man ir-nni ddn-s 4:. h - 

liolnni Canistuntm dr* Inlr^nalA, usiid 4n fi.Ali li - f»!. 
liiUHst das vol Int iiuti igr Intrijral dr? ?*'’ |r"na 

gloichungcn ;F'’‘ Gniunnr, urun ^vnlJirh 
stanlcu dnrin vorkumuirn. dir arh un hi ,uii i- 
zahl rcducinui lassrm Iin itrin'!s^.Ja|;v 4j..;n j.-v.n,* 
cndlichc (Uoicdiung s^wi^rlirn j and 4:*' 4 ? 
gltnahimg ii4‘’M)rduuug gruugi. rin pavu* ni.u =5 
aio wcnigc‘r nls u \viUkiirlic*lir (‘Mirdmiru . niliial! 


5 - aa, 

Iloinogriir lint-urt' rnlial^i v i : !.n-,.n-n 


Wir hrtnirhtcni nun liur 
gltnc.hung 14 ''^ Ordumn^. 


(U 


(h if 
a,, . * 
r/x'* 


ih * if 

{/x« * 




s| ^ 
4 ,? 


hs Koi (/ ) cin juirltiTflsu-- ; i<ii,!.ii 

auch 1/ c r fin Hiilfhns mhii. iJ.-nn ,|. s \ .i.rii! 

wirtl (lie DiHi'rfiiUulj'lfifhuiis' ••rfnlU, v,, tsn mu. v <l 

ac.limbt, also 


(2) 


,/« }• ,i» I Y 

t * ii K 

(Ij*^ ' * #/j»* s 


}' 


- I’as 
^ h d" 

a! I dir 
n .<> HM 

1 -inr 
4 rUir 
’•ti USiil 

I'. da..HH 
.-n.!iaU 

Ihll»- 

■>. lie'll' 

i' Jasnr 
*'24i.d=» 

■ 

!»' \n^- 

rinr 

■ s 4 nd 
, ii'rnn 




uin r 


§• 55 . 


Homogene lineare Differentialgleictiuiigen. 
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Wire! nun aber cY fiir y gesetzt, so kommt auf cler linken Seite 
nur noch der fiir alle Glieder gemeinschaftliclie Factor c hinzu, 
so dass auch jetzt deren Summe verschwindet. 

Sind ferner y = und y = Y2 particulare Integrale, so 
kann raan daraus ein neues Integral 
y = Cl + C2 

bilden. Dieses neue particulare Integral ist dann von Y^ und Y2 
nicht unabbangig, sondern aus ilinen linear zusaminengesetzt. 
Dagegen heisst ein Integral Z. von Y^ und Y^ unabbangig, wenn 
es sicb niebt in die Form I", -f- Cg Yo bringen lasst. Ueber- 
baupt werden lo Integrale Yi, Y2, . . . Yu der bomogenen linearen 
Differentialgleichung von einander unabbangig genannt, wenn 
sicb keine constanten Coefficienten Wi, Wg) • • • niebt alle 

versebwinden, so bestimmen lassen, dass sie der Gleicbung 

^1 “ 1 “ ^2 ^ 2 ‘ * “h ~ ^ 

genii gen. 

Man siebt nun leiebt, dass eine Differentialgleicbung 
Ordnung niebt mebr als n unabbangige particulare Integrale 
baben kann. Denn sonst konnte man jedes mit einer willkilr- 
licben Constanten multipliciren und erliielte durcb Addition der 
Producte ein neues Integral, das mebr als n willkiirlicbe Con- 
stanten entbielte i). 

Hat man aber n von einander unabbangige particulare Inte- 
grale gefunden, so ist 

( 3 ) y = Cl Yi ~|- C2 y2 "j- • • • + Y„ 

das vollstandige Integral der bomogenen linearen Differential- 
gleicbung Ordnung, und Ci, C2, <?n sind willkiirlicbe Con- 

stanten. Daraus lasst sicb jedes particulare Integral 


1) Die notbwendige und hiureicbeudeBedingung dafiir, dass die Fun c- 
tiouen Y^, ... Ym linear unabbangig sind, ist, wie sicb leicht zeigen 
lasst, die, dass die Determinante 






Ym 

d 


von Null versebieden ist. Hatte man aber n -f* 1 nnabbangige Integrale 
Ti, Ya, ... Yn-i-i der Differentialgleicbung (2), so ware 


ao 


d^ Yv 
dx^ 


+ 


Yv 


4 - • • • an Yv = 0 


^ 2, . . . n -j- 1, und die Determinante dieses Gleicbungssystemes 

ware von Null versebieden. Dieso Gleicbungeti konnten also nui befriedigt 
sein, wenn alle Coefficienten fli, ... an gleicb Null waren. 

■Rioraann -Weber, Partielle Differentialgleicliungen. 9 


Sii'liiMi tt'f A lisfhm 1 1. 


ISO 

herlcitcii, indfiu nwiii ili-n (’(Uist:utl'-n ! - initni!. rshi- 
boilegt. 

Woiin i‘in iiarlunihitTS hili-gnil ab t» Khu! ! ‘ wtr.i, 

so liisst sich (lailurcli tli.> Aiifth.ati!.- rw,-. u.;' ,1i.- 

liitogratam I'iiu'V Uillorfittialgli'ii-litiii:' dn > !!■' u l d.. i \,ii 

iiiedngt'for Ordiuuig, tiiid atil' . iik;' 1.; i- a 

Weuu iiiiudicb Y wir nli.ai ■•in [■.u-ii- nlir- . Ua -! a d. r 
Dillbraitialgb'iclimig (1 ) isl, •'•> lahn- in m ■ in> Si'-!o !i!-d.. 
l''iiuctioii I' ein und 

(,,) ,, . r \ r,i 

Diirerontiirl; uinu mm t4| a*! 


(f'O 


!/ 

)• 

j rdx. 



ihj 

</r *1 

i V fi f 

1 


dx 

./,. J 


(hi/ 

</■ )' 1 

1 rdf 

.. ■* * , 

} 

dx'^- 

iL, ’ \ 

'■ ii . 



woriu (lie niilVrin\tiuliun hi*' /.iir Ur l!. a..* ? i v - f 
Wl‘un lUlUl (iiUHU -e,, . i,, 

luultiplu’irt mill adilirt , 4^- 

von r liofriotli^to nioirhmiK f'J# -r.s? !«■ h!r^» 

Suito uimm AuHilruok, iu iltMu j rd r sL ^muA, 

(1(U’ din Kunction v mill nrum n I s ^ 

limmr und honmKm imthalf., mid drr n 

y eiim Idisung vuit {li h<’iii •h^- 

Function v dumh idm* l-nn,/ *h-t I 

(1), abnr nur vim dm* in \ Urdianx^ i ^ “ 

Niduuen wir am bnHi d. <■•-;’■ M-^S-s •:,h.a 

gleitdiimg, win ulmrlutupi jad** Miib-sn. i, - 

Ordmin^, allK^nindu iiito|^rirrii, nnd djb^'s -F-- 
Intn^rntion (dunr linourmi : 

Ordnmig auf Quadralurnn .-i-. 

Integral gufundmi i^l. 

Nolinum Nvdr, um dins naisrr /i:-.- ■■ Ind’v. 

routialgkifhung in d«*r Furui an 


von V 


(V 


civ 

dx 




Dividirt man durch Y-y, so kann man diese Gleichung anch 
so schreiben: 

cl log V 


Oder: 


dx 

Y^v 


4 - = 0 


— f alia 

— C 


Hiernacli wird aber das allgemeine Integral von ( 6 ) 

— f a dx - 

, ^ [e •' dx 

(S) ^ J — ’ 

und die Integrationsconstanten sind die beiden additiven Con- 
stanten der Quadraturen. 


§. 56 . 

liomogene lineare Differentialgleicbungen mit 
c 0 n s t a n t e 11 G o e f f i ci e n t e n. 


Es sei die bomogene lineare Differentialgleicliiing Ord- 
nung gegeben: 


( 1 ) 


cPy , d'>^—^y 

clx'^ 


• • • 4” <^n — 1 


^ + a„ 2 / = 0 , 


worm ao, ai, ... a„ reelle const ante Grossen sein sollen. 

Wir konnen leicht particulare Integrate finden. Setzen wir z. B. 

y = 

mit constantem a, so ist 


dx 




^ y — 0^2 a 
dx^ 


dx'*'^ 


Flihren wir diese Werthe in die Differentialgleicbnng ein, so 
ergiebt sicb 

(ci&o a" -j- % a” 4“ * • ■ + a„- 1 06 4" ^n) = 0. 

9 * 
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Si*' I m' lit <'i' 




Dies kauu niolit an-l.-rs .I.t Fall s.nu, aF -a 

gvcisso 0 winl. tin---' ^ 

(lor (ilcicliinii," 

(2) (7I(«) rr- «„«'■ ! II, a” ‘ ' ■■ ' *■■■ 


ir, >!!■' K! Ci.l:;, i'. 


Wir liczi'iclun'ii (lio hWiuvcIu ttlfi. S n? n ;» 
imd ludriichtoii zuiiilfliHt dcii Fall, da-'* »»- .tn,!*.!!! !. va. .u, 

iuidor vc.rsddwlou sind. Dam. l.a).-» xur r. v.i, - . ui.nl. 

hiiiiKiK*' iKU’lic.ularo Inl.'fjral.- .F-r Did'-»>-! »iaU'i. s uishi-li 


Das vollatilndif?.' Iiili’Ki'al i-f d.-maaili 

(3) .</ <V‘'' ’ ' ” 

Hat die (JlciclmiiK tiradfrf. w.-F !-••» •» . 

niln^ AYiU7.{^ln, ho kt>iiunt'u 

(K li. <lit' ist von iltn' k'nrni u ^ ^ 0,1.1 

Korin II — A/, Kh ntnon /. U tu lOot --’ll* ■ 
nilrn Wur/eln 

U i 

a A 1 , 

{lann rrKn'kt nirh 

I ' r*' ^ ^ r/ * o 

‘ i ♦'M'S I j ' ■ i .1 ' 


Da nun utul rj willkiirlit’ko Kuiosiiiinh-i. Mr...!, •:■« ^ ^air 

(lafur yAvei iuulm'n niufiihrrn, ? ‘ ' 


('■i ’D* 

1 . 


Dadttrcli Vrluilteti wir 

rir*n'* 1 ' I * m-j 

k .. k , -i-.t. 


Dhh rbtni itngrwan^llr \ rrbihr^^r. 

•'•11 

-■ \1 . L'l. 

wnnn dus (iliurhnnii in u iiyta 

'i «^| l;,',’.- i-.' “• 

tt-.iJ.-.-lu |,,s| 

Man nrhiilt <lir Lcmiin^. m 

I. 4 U.- .04 . 


folgendmn Wogo : 

Wir bryoirluHni ili** linlo 4 

rr 


HymbciliHcli mil iH^h 

ijf f.i^^ " ^ 

(4) iHij) i ^ ^ , ■ 


.1 

. '^..7 


*<) Jils l‘'uiu‘t.inii ( h’adi's voii a diirali (2) 

L ^ W<‘iui wir nim (li(* I'ormcl (a) wicdorliolt iiacli 
’(Ml, woht'i (lit' (li'rivirlt'U l^'iiut'tiontai voii (V^) niit 
[a] , ht'Zi'iclnit't siud, so (‘rliilll. inau, wtoiii man la*- 

Ilian din linihniiioliijn dtn* DiUnnoilialiou inudi r mid 
rlausidu'ii, also 

d’: 

' (/){«} ! f/''(r<i}|, 

un « t'im\ Wurzt'l dt‘r (Ut'icliung (p 0, so 

{), (//(«) l), ' 0, uiid din (Ui'i- 

i’j) zt'i^tm uuuiit-tnlljur, dass man i'iir t'inn solnlu* Wnr/.t'l 
unalihiln^if^n^ partinnlavt' Ini ('grab* ('rhillt: 

./W" d a -f’'* % . . . ^ 

lb*n also di(* Wnr/a'ln dnr ( Ibanliinig (p 0 in (Irnpiinii 
untt'r t'inautlt'r gb'inhnr, so isi a a/ [ a/, | •••, 
llgmiiniin' Liisung dt'r I)ilTnrt'ntialgli‘inhnng (1) isi, 

)t/i(a'l, ... willkilrlitdu'. gan/.i* l''unnti«jn(m tbo- (Iradt* 
/i I*... sind, (b*rt*n (’oidVmii.ntt'n, a an dor Za-bl, dit^ 
imi (^mstanti'n di'r Iiitt'gralion sind. 


J?. a 7 , 

I'lidung, Sndi wi ngungnn t*innr MagnntnadnL 


wtdb'ii als Ht'iH|md dit* 
rdnung hntrnnhtnn 


d'hf 


dij 

ds 


folgi'inb' DiirnnmUalgb'inhung 


n'^ If (b 


ind n pohitivt' (biuHlanlam sind. Uit^Ht*. (rlnin.lmng ktnmni. 
tliutgnn hiluiig von Sitt drilnkt H, dit^ Snhwingiuigc'n 
^mdmub'l uuH^ wtmn i/ dit* als klnin vonmsgt'Hi'l/.tn Ah- 
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lenkung aus der Gleichgewichtslage und x die Zeit bedeutet. Es 
ist dann angenommen, dass auf die Nadel eiiie mit y proportio- 
rale Riclitkraft und eine mit der Geschwincligkeit cly jdx pro- 
portionale, der Bewegung stets entgegengesetzte Dampfuiig ein- 
wirken. « 

Die quadratiscke Gleickung flir wird bier 

( 2 ) 06 ^ ^ 2 ^2 = 0 , 
wenn wir zunachst ^ = 0 annebmen, so wird a == + in^ und 
die allgemeine Losung von (1) ist 

( 3 ) y = Asinnx jB cos n x^ 
wofiir man auch 

(4) y = A — a) 

setzen kann, wenn A und a die Integrationsconstanten sind. 
y ist bier eine rein periodische Function von x, Der Coefficient j4 
Pig, 29. (positiv genommen) heisst 

y die Amplitude derScbwin- 

giing. Die Periode ist T 
271 =27cfn und wird, wenn 

7^^^ ^ X die Zeit bedeutet, die 

^ Scbwingungsdauer genannt. 

Die Constanten A^ a kann 
man bestimmen, wenn fiir 
einen speciellen Wertb von x^ etwa fiir = 0, die VVerthe von 
y und von dy/dx gegeben sind, Fiir x = a ist y = 0, und 
wenn wir also den Fall der scbwingenden Magnetnadel im Ange 
bebalten, so ist a der Zeitx^unkt, wo y diircb die Gleicbgewicbts- 
lage gebt, Nehmen wir y als recbtwinklige Ooordinaten an, 
so wird y durcb eine Sirmslinie dargestellt (Fig. 29). 

Wenn e von Null verscbieden ist, so sind zwei (oder drei) 
Falle zu unterscbeiden. Die Wurzeln von (2) sind namlicb 

06 = £ + i £2, 

Es sei n >> e, also die beiden Wertbe von a imaginilr. Die 
allgemeine Losung kann dann, wenn 

n' = yn‘- — £2 

gesetzt wird, in der Form dargestellt werden 
y — sinn^(a; — a), 

oder, wenn man die willkurliche Constante a — 0 annimmt: 

(5) y — Ae^^^ sinn'a;. 


S. r.7. 


Si*,]nviug nu{^n‘ii (Miu‘r M ajjfuo i nad(‘l 


i:;r) 


Man (4*hiilti dio Maxiniii uud Miiiiiua vou // a\XH 
<1 jl d.i' 0, also iius 

(H) r *''■(;/ cos ;/'./• - i- sin //,/ ) — 0, 

uml wtoin mail tumui Wiiikol (p oiiiRilni, (U'.r duiadi 

t,H- (j) - \ 

n' 

7t , 

dtdiniri isl, dm* /wisc.limi 0 uiid inul \im so kloiuor ist, 

j(‘. klt‘itit‘r i ist, so sind dio- posilivtm \Vuri^,idii dor ( ((>) 


//.r„ 

TV. 

«) 




TT 

») 

<i> - j 

•Jfy 


TT 

*) 

</' 1 

1 2jr, 






I)i<* ;^u,i^oh{iri^on Wtirtlio von // orliiilt man aus (a), also <lic 
ilussm’slmi IiUgiOi, wo di(‘ Maguoliiadol iliro nt‘wt‘gnng uinkidirt: 


luul daraus, tla 



//n 

.1 r (‘(IS (p^ 



Hi 

A r ' o.os (/', 



!k 

Ai '•'•OOSf/', 


»'( <1 

■ a„) * 


* ‘ TT ist 


log( Ih) lag//,) 


log//y logf //, ) 


i Tt 

n' 


Dio gotiudnsanu* Didoroiix diosm* Logaiatlinuai wird n,*udi 
it a. u ss das logaritdiin i H(‘lio Doci'cmiMit gmuuuit, wilhroud 
2 Tf n' die »S o h w i n g u n g s - ,y Idg, iKh 
<luuor lu'isst. Did lUuiharhiung 
diosoi’ boidoii (iriisson dioiii ioir 
Hfsliinmuug von n nnd 

Dio Howogung d(‘r Nadcd 
ist also liior gUdohfalls fisoiUaioriso.h, ahtn* init sttds alnudinuaw 
dm* Amiditud(‘. 
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Si r II t i*V A iU H 


Botrat^litpfc Ilian .r umi // wifili-i' ai • i. L!!,-- t'., i-,|,. 

iiatoii, so prlialt iiiaii ilio ^ urvo i'iij. •''! i *. 


S' 

Fuiisctziuifi:. A jiorio.lisi lu' vir,-. 

Wcuu lUlU ulltH' i ■* * ‘i.UUi »ii«' U SU Iv; 

rooll, ulul weiiu Nvir m *» rn |»«ain riu4 

kl(un(*r ills uiid das allaf’HMiiM* in. i srr !aIlj! 

gleiuhuiig 57, (1 ) win! 

( 1 ) II t ^ \ar 4 . 

woriii ft uiul li dir Intrgrat aarn'Mii luat* 14 i . I, ^1;.*- -:>ii 

Htitniiioii liiHscai, wtaui lur ^ da- W^ st! *' i-i. v u. I 'v >i i 
gog(d)on sitid. Man rrhitlt 

r ^ j»M^ niir I -I 

(lx 

Ms siud luin wirtha^ mn la.il!^* * i a ; 

L Wriui a and t* \ :»•;,. m 

kaiui wodin* y luu’h tijidx tm* * i ^ j . 

, « A ■■■:. ii ;4 

^ lui 

L«' ■: \\l> > ti r !'■ U .a 

ah4 Ini y ■-.'Si-:, rni<'u4 ^ 


( 2 ) 


Kin. •'>!. 



U' 5 ; r.U 


k ^rlli 


4 t 


A ‘ h'- 

yvrkli' AlJ.hryU^h^^ 
-ii’- i; lii.iLy 

ohne dia Kicdituug ihrrr .,v;i L, .u-ii 

(JloichgawirhtHlagi' luiltrni .U i 

2. Wonn dir (luimhuitrii a. h 4i8’> :> ...r;? 

daB pOHitivo — Yur/rirkni ImUny Wn4 V ^ !us 
;ro von .r, uud thf tlx m Ur W-rfh , -.r.A ^ yA 

^ I . ti I , -j f . 

i at h j m h j- 

also .r, j'„. Kiir cin (lin'inihi-h ;.*j-.i'4 i. ^ '* 

nogatir munullich gnmN ttiul fur «'ni f., .'i 


m ■ 


n.i 4 


,:rA 


S Y H ( ni i* I i iH' a, r 1* Hi f r«' r (mi i i a 1 {if 1 o i Ini ii {>“ t' n. 


11)7 


h kli'iii, \V(Miu z, r>. (li(‘ MajUfiio.tiuulol ihircli (‘iiu'ii 
n Stoss iius (lor ( Ui‘ic!ii:ft‘wi<‘litslago gobraolit ist, so 
s zii (uiuMii {i;o\viss(‘ii Ma\inium dor Ableiikun^^ 
ziir Z(ut; ./’i or- 
vou da an sirli 

jilotisoh nillnn'u 
[n l)(nd(ni Kiilboi 
lo «>.s{‘illatoris(di(' 
iiioht luiijiiflu’h, 

‘iiui dahi*r diostoi 
p«? rioilis(‘lu 

dl)t uiudi ido driilor llaupHaU ul)ri{i;, iii‘unli('h din*, dass 
dasH also di{‘ §. 57 » (2) zwtd /^loitdin Wur- 

In ilii'StMU isl dio. alljjfoandno laisung dor DilTi*- 

'Iwuv^ (1) 

!l ' {ax I //) r 

ai’iJfan^i; ist •^lidrhralls uporiodisr.lu Sio ist vou dta* Art, 
Zid{j:U W(oui a 0 ist, sonst von do.r Art dor Fi{^. .’12. 



S. 5!). 

m o I i ti t‘ a r (' r 1 ) i Tf i\ r o. n t i a 1 g I o i (’ h u n {j; n m i t 
0 o ns ta n It*, u Foil f fi ri i* n to n. 

nto.grntiiui oinos Systoins gowidinliolH'r liniairor Uillb- 
tdmitgou nut nudinnam uldulngigou Varialdtui kann 
di fort iifOHtd/.to Dinbnnitiation und FI i mi na tion allor 
n Varialioln his auT oint» auF ilio Inio{^rati{)n oinor 
IgloiohuuK Viju ontH|jro(*!iond hidun’or Ordnun^ zuriiok- 
bin kann alior nnoh umK^dctdirt inn Sysloin von DilVo- 
ohuiiK^tni luilun’or ( )rdnunK clundi Kinf(ihrnn{i^ nmior 
all Stnllo tlor Uillbrnutiulquotimititn auf cin Syslmn 
ontiulgUnohuiiKon zuriioktuhrcni, in dinn nur (trsio Dillt*- 
timiton vorkfuiumnn Wir wollmi him’ nooh ina s(d<’hos 
traohton, das wir in Ho/.U|4 huF din l)ilForontial(|Uoliontnn 
annohinmi : 
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d>y\ , , , 

4- ^^12^2 + ’'* + ^in Vn-i 

(hh . , , 

~T- — ^^21 2/1 + <^ 222/2 + “* + ^2n Vm 


d yn III 

— Cn\ 2/1 + ^n 2 2/2 + ••' + <^nnyn, 

worin die Cuic Constanten sein sollen. 

Setzt man liierin versuchsweise 

(2) — = 

so erhalt man ans (1) zur Bestimmung der Constanten <^ 2 : 
. . . a„, ^ die Gleichungen 

(^11 — -^) ^1 “1~ 2 ^^2 ^ Cm cifi == 0, 

C 2 I H“ (<^22 X) Ctq ‘ C2nCln = 0 , 

Cni Cli -j- Cn2<^2 “f" • • • -|- [Cnn = 0 , 

und wenn die Goiistanten a^, ... % nicht alle gleich Null sein 
sollen, so muss, wenn wir zur Abklirzung 




Cl 1 A, Cl 2i • • 

• Cm 

(4) 

i(A) = 

^’2l> ^^2 2 X.^ , . 

C2„ 



Gyil'i ^«2i Giin 

— ;i 


setzen, I eine Wurzel der Gleicliung 

(5) L(X) = 0 

sein. Setzt man fiir X eine Wurzel clieser Gleicliung ein, so 
kanii man aus (3) die Verhiiltnisse ai : ^2 : ••• : an bestimmen, 
wahreiid ein gemeinscbaftliclier Factor h willkurlicli bleibt. Nun 
ist die Gleicliung (4) vom Grade und hat n Wurzeln X^, 
. .. denen Systeme der Constanten a^, a 2 , . . . entsiirecben. 
Man erhalt dann die allgenieine Losung der Differential- 
gleicliungen (1) in der Form 

1 + 7^2 ai 2 ‘ . /zn am 

(6) 2/5 = /ij «21 -\-Ka.2 2 e’-^^ H K «2« 

yn = /»! a„i + h a.,2 + • • • hi a«n , 

Avorin h, I 12 , ... hn die Avillkiirlichen Constanten sind. 



S y h( (MiH* 1 i lie* art*!' I)i l'l'i*r<Mi ( ialf^lt'ichunj^ciu. 


I -ill 


3 se Hi^lrarhlini^ zuniidisl, nur ITir don Kail, duss ilii* 
iipC <r>) vtni (‘iuaiulor vors<’lu(al(*n(‘ \Vurx(»hi hat. Si<* 
‘r au(‘Ji i!i oiiioiu aiuha’cii Kallo: Nclmioii wir an, itass 
,*u Worth A ni(^ht nur di{\ n>‘l.o.rniinnut(‘ /v, Kondtn’n aiioh 
minUi(‘hini Knlonh'ti'rnunanti'u von >/ . \ Uoihon 

dndtui, (lanu slnd filr diospii WrrUi vem A 


hUU 


d L{ 1 ) 
dl 


(h > L(l) 
d/"‘ ‘ 


Null, und A ist (Uiu‘ (inintlcHliMis) miuolio \Vurz<‘l vuti 
(). Dann al)(n* hhahou m voii don (Ini'nio.ituitnu a,, ft.,, 
laoh don (Hoioluin^on (dj willkiirlicdi ‘ ), nud wir (‘rlialtoii 
us (lit'sor (niion Wurzid vi von tdnandor una,]>h:inn;l!i:o. 
laro la’isunji:(‘n. Danins ory!,iid)t sioh dor SiiU : 

Dit‘ Ausdriiidit' {(>) stollon dit^ all^tniuMm'. Ld- 
sung d(‘r Dirforon tialgloiohungini (1) dar. wonn 
riir jodi'. nifaclio Wurzol den* (iloio.hung /^(A) ■ 0 

ullt* 11 - in j l-r(dhigon U ntiM’didan’minun tmi von 
L (A) voi’Hohwiiuh^ n 

un kaiui ahor dit* (Jloiidiung //(A) r • 0 aucdi oiin' -a/ faidin 
i luihon, tdnio (lass alio n - in | 1 « ndlugiui Ifut.in*- 

liuanton vorsidiwindon. Dann orhaltini wir aus (2) nioht 
niigiMulo An/.ahl von parlioularon Liisunginu nnd in diosoin 
kaun man sii'h dio in’ithigo An/.ahl von Lilsutigini nur da- 
von^olialVon, dass man in (2) dii* (kadlhaouton ...a^ 

als oouhtaut, Hondmai nls gun/.o ratiunalo Kunotionon von 
inuut, win ohi’u in §. dl], Dio allgoun'huna* nnii*rKU(dutng 
Krugo liisHl siidi scdir vollHtiimlig uml (dnt'aidi tlnndd’iihnni 
dor 'riioorio d(‘r Unoaiam Suhstitutioium niul ihror 
hnuntion, aul ilit^ wir hior nio.ht oitigidnm kdninm 
i df*r Thoorio dor nnondlioh khdnon Sohwingungmi, in dor 
ial)h;ingigi* Vnnnldo .r din Zt*it hodouU't, ist os von gmssor 
igkini, <lasH \'anahh* ni(*ht attssorhalh chn* M?cpom*ntial- 
)n. etio in tlioamu Intlh* oinon iinaginitrtm KKjionoutou hul, 


Vori^rl. W<*n»T, Li’hrlnii’h di*i* Alj^nlnai, litl. 1, 2. Aull., §, 27. 

Wernn niua in tlii'Hiau duniU DilVornuliatiun mid Mliiidnution 

ntial^d‘*ioliuiiron huluTfn" nrdining niit nur uinm* ubhiinnigtin \‘iuaiiltlo.n 
will, HU rrhiilf mun tnohn-n' IdnVrontialglotediunjtt-n von niodrigoror 
*■ Or<l^nnk^ dorm jodn nur oino iildmiiKigu Vnrialde^ onlliiill. 

V<*ri*:l. Wi'hor, Lflirlmrh iltw Alg«*hnn Hd. 2, 2. Anti., 41, 42. 
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llO- 



vorkomiiit. Dios k;um also tuicli doni obou bewiosniru Sat'/.r auoh 
(Uinn eiiitrctcn, woiui die bcstimineTidc^ (xb‘icbunii:(b) glfiflir Wnr^ 
zeln hat i). 

i<. i\ 0 , 

Rerecdmiiug bostimmtor I nto.{JCi‘a.h^ durtdi dit* I 
VO u Differ oil tial i^^loio bunion. 

Man kann luich Diriolilot's VorKan^ij durob tlii‘ lnt»*,in*atit»n 
linearor Differentialgloiohuugou gi‘\visHo bostimiuh* Intograb' or- 
mitteln, woven liior oinige^ Hoispitde* folgon. Man svt/v 

m 

r / . 


i , . 

I 

0 

worin ]: oiiio positivo GouKtanU' soi, miil li(!tra«'lilc ilifsi- lut.- 
gralo als Function dor Variulilcn .c. Fiir ilfii lu-smidorfii Wiu-tli 
X — 0 crhillt n don Worth 0 und liir u orgiolit nii'li 


odor durcli dio Siihatitutioa « r™ /j“, tia ■ '^ihlji: 


■-i I I (<. i-i), 


Durch Difibrentiution von (1) lindid iinui; 

(1 11 l’ 

- 0 '■'* ] « Mil «.( di'/. 




OK«.( lift. 


) DieK iBt, wio m ThdiiiMon mul Tuit, Naliiriil l.fii.. rkf 

is(., von Lagrangt) und Laplac.o ul.twhfit wnril.-ii ; v.-rs..!. l...rd 

Kayloigli, Theory of Bound, 2 -»i etlitiou, vol. 1 , p. 


:l 
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An(l(‘n‘rs(.'itis (U'lialt man alxn* (lurch Differentiation nacli a 


2 ^ja 

\L '‘'“Va «in«.r) 


■■■-/,• f I ■« „i„ „ I y- sin « X ^ 

2 y« 

uml wmiii man honncln lumli a zwischon don Grenzoii 0 

utnl cfj inti'^M'irt, ho vm’HO-hwimlou die liukon Scdten uiul es C3r- 
f^dt‘ht sioh mil’ll (1) and (2) 


CO 


(1 V 1 

(1 tt 

, 1 

.. 0 


(lx ' ' 


•I ■ « ■ 

u, ~~V, 

(1 It . 

(1 V 

1 1 
.. ,, ... 

- 0 


?:,■ 1 

X j 

d X 

V, tl. 


Woiin man nodniuilH nach a; differontiirt, so crhiilt man 
liicraus vii‘r (Uoichiin^on, aus doiuui man dvidx nnd cm^jclx- 
(‘liminiiam ka.nu , niid uia,u \vir(.l aAil* oino liumiro Diliercmtial" 
(jjiaii’iinn^^ ‘/wriior Ordnung fiir n jiiiffiihrt. Ks ist alier bossor, 
dii‘. hiddim ( ibdohun^tm (ll) diriad, ohii(‘. dioso Klinnnation, auf- 

'/uliiHOll, 

Zur Hi‘H(iiuimuiK di‘r tni(3|j;ra.tionHoonstantou hat man noch 
din luddon I)odiiip;uii^n‘ii 


hi) 


ITir X ()• isi ti 



V 0 . 


W(*nn man din Gltdidiiui^um (H), so wi(3 cs in don Formoln 
an^'odinilid. ini, mil r und dann mit — v;, u multiplioirt und 
jodc‘Hmal addirt, ho lolpjt 


( lilt 

h.iy- 

iiii\ , 

1 

/ (hi , 

ilr\ 

l 


T., — 

1 <i^t t 

h,l.r 1 

it r \ 
‘'ll.,')' 

f d 11 

dv\ 

— 0 

K . 


und wiMiJ) man lii(‘r mil Ic midtiplicirt und addirt: 

i ■'•-) C -I " fij) ! ^ I 



142 


Siebenter Abschnitt. 


Nun ist aber 

2(udit -\- vdv) = d(ii^ -|- 


und es ergiebt sicli also 

d log -|- v^) 
dx 


d log y/i;2 
d X 


dx 7c2 ^2 ilx 

Dies lasst sich nun unmittelbar integriren imcl fiihrt, mit Riick- 
sicht auf die Bedinguugen (4), zu dem Resultate 

( 6 ) 


Wenn wir zweitens die Gleichungen (5) mit — 7c und x 
multipliciren und wieder addiren, so ergiebt sich 

(7c2 -j- (todv — vdu) = ^ (it'^ -f- v^) dx^ 

und dies kann man leicht auf die Form bringen 


1 + -^ 
* 


2 i,£! 

^ 'l~ 7/.2 


und durch Integration mit Riicksicht auf (4) 


, V 1 , X 

arctg - = 2 


wenn der Bogen arctg beiderseits zwiscben — und 

z z 

genommen wird. Setzen wir 


( 7 ) 

so folgt liieraus 


MCtg z= tij, 
h 


tg2 


und mit Riicksicht auf (6) 

. i 


u — cos i 

. 1 , 

Damit sind die Werthe der Integrale (1) bestimmt. Macht 
man darin noch die Substitution a = so kann man die 


S. <51, 


Z\v(‘iU‘H lUiin jiii (‘1. 


lut(‘^rn.tu)iis^re.nzou fur ft au(*.h von — c/j bis -l-oo iuisdohiuui 
und luiiiilt 


C ‘'f {',OS jPj' (I ft 


cos 'tp, 


c sin /P.r d ft 


sin 


was sic.h ini(; Ibuiulizun^ tlor iuniginiinni Minhcif / auc.h in (li(^ 
(un(‘ Forniol zusaiuinonraHScui liisst: 

r' ' \>% 

IlilU'in kann man nac-h <lcm Salzo 1) i)ositiYC. (*rcjss('. k 
ill Null uborgclum lassmu Dann niiliort sich ip btu posli.ivinn .a 
(lt*r (<nm'/o ^ uml nnui t*rhiill. aus (Uj, wmui man .r - I an- 
nimml 


' r/li ]ll[\ I /), 


(ultn* in voc.llcr Form 




Z w oi Hois pic 1. 

Wir l(‘i(f‘u natdi clicHcr Mcthodc. mudi (dn andcros liostimniic.H 
Inl(‘|j;ral licr, Ks sci 

\ i$\ 

< 1 ) (*) • 1 c (U)Haj- du^ 


woraus durch Dillcrontiation : 


a aHinajula, 
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§• G2. 


Anclererseits erhiilt man diirch Differentiation nach a 
d sin a — — 2 a m\ a x d a -f" ^ ^ ^ 

woraiis diircli Integration zwisclien den Grenzen — oo unci -|- oo 
nacli (1) unci (2) : 

(3) + = 

und clurcli Integration 

_ 1 .^2 

( 4 ) w — Ce ^ 

worin G von x unabhangig ist. Es ist aber fur x = 0 

-1- CO 

® = I e-«« da = ]/^ [§. 12, (3)], 

00 

und mithin ergiebt sich 


•f CO I 

(5) I cos OCX da = ]ln e ^ 

— CO 


Substituirt man a^p fur a und setzt q = worin dami 
p ein positive!*, q ein beliebiger Parameter ist, so folgt die etwas 
allgemeinere Forincl: 


( 6 ) 

Oder aucli, 
zerlegt ’ 

( 7 ) 


00 

a2 QQg da — 

— oo 



inclem man das Integrcal in zwei gleiche 


j' cosqada = ^ 
0 



d'lmile 


§. 62. 

Niclit liomogene lincare Differentialgleichungen. 

Die Integration der niclit homogenen linearen Dilferential- 
gleichungen lasst sich nach einem Verfahren von Lagrange auf 
die Integration eiuer homogenen Differentialgleichung und auf 
Quadraturen zuriickfuhren. 


r2) TJiin ^ A' 

lauttjt, woriu ... X gt'gebeno Fiuicti'jhr*ii \nn r siiid. 

Wir wollun fiuiiehmeii. dass die homogeiie tileichung 

(3) I)\r) = {) 

vollstiiiidig integrirt sei. dass also n vou einainFri* iiiiablKUigige 
Losiingen I'j, r., ... der Gleicluing (3» gefundeii seieii. 

Wir lassen iiuii oiri nocli zu bt-stimmendes 

^^ysteni von Functioneii von bedeiiten and setzeu 


n 

1 4) 1/ — i*! -L U., ~ Un i'n — 2 I'k • 

1 


uiul wollen nun die Functioneii U/, so bestirnmen. dass die Dide- 
rentialgleichiuig (1) diircii (4) betriedigt wird. 

Wenn wir den Austlruck (4) luich x did'erentiiren , so er- 
iuilten wir zwei almliche Suminen, von deiien wir die eiiie jedocli 
gleicli Null setzen, wodurch eine Bedingungsgleichung fur die 
gegeben ist. Wir setzen dann die Ditl'erentiatioit fort und ver- 
faliren jedesmal ebenso, ausgenomnien bei der letzten, n^^'^Ditte- 
rentiation. 

Bezeiclmen wir die successiven Differential<|Uotienteii irgend 
einer Function u zur Abkiirzung mit ... ... so bilden 

vvir also das folgende System von Gleichungen: 

y = 

if = 

(5.) f 


(5*>) 


^ Vk U'k = 0 

- v'k it’k = 0 


yin) — 2J l'j”l -f- V, 


Z v[” - 2 ' ii'k = " 
Zif- ^Ui’k ^ X. 


Wenn wir die Gleichungen (;>) der Reihe nach mit 
a„_i, 1 multipliciren und addiren, so folgt 

D(y)^XH,D(vu)^ X, 

und da nach Voraussetzung !)((>) = 0 ist, so ist die Gleichung (1) 


Riemann-Weber, Partielle Differ ential gleichungen. 


10 


±flil 
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8iobeiiter Absclinitt. 


S- 02. 



befriecligt, wenn die Function en % aus den Gleichungen (5'*) 1)(3- 
stimint werdcn. Diese siiid aber fur die Unbekannten diikjdx 
linear, nnd ihre Determinante ist you verscbieden i). Sind 
dann die Diirerentiabiuotientcn dn^^jdx gefuiideii, so erliiilt man 
di(^ Functiouen Ujc selbst durch je cine Quadratur, die nocli einc 
additive Constiuitc mit sich bringt, und dor allgemeine Ans- 
dnick fiir y orbiilt die Form 

(6) y — ^u,:V,: 4- Cl Vi -[- c’a -j- -f c„ 


Nebmon wir z. B. n = 2 und die vorgelegte Differoutial- 
gleicbung in dor Form 


17) 


d^y 

dx- 


I y 


hy = X, 


l«) 


SO crgcbcn sicli zwei Gleidiuiigon (5^0 • 

vi Ui "-I- 'ih 'ih = 0, 

If, II V 

'ViU\ — A, 

und damns durcli Aut'lbsnng, wenn wir 
(0) — ra'/b — ^ 

setzcri : 

(10) J ~ — yjj A", Jth — Vi X, 

J ist jedcnfalls von Null verscbieden, douii sonst wiirde si(*h 
gegen unsere Anmdime aus (0) eiu (‘.onstnntos Verhaltniss : r.j 
ergol>en, und man erlullt also aus (iOj 


(11) 




— 1)2 X (I X 

J 


i)[ Xdx 


Danacli liisst sich die. Fndlbrnud in folgender (Jostalt dar- 
stellon: 

Wir l)ozeichnen die Integrationsvariablo in ( il) diircli den 
Buclistabeu musseii dann aber boi jeder Function in dm* lb‘.- 
zeicluiung ansdrucken, ob das Arginnent x odor | zu mduncm ist. 

Wenn wir dann untev c, wiUkiirlielie Conslanten ver- 

stohen, so ergiobt sich aus (11) und (6) iiir das allgcmioine Inte- 
gral der Diileroutialglcieliung (7j 


(12) r 


X (^) 1 «i (i') ih (a;) — Vi J 111 4) I -I- Cl Vi (,;;j Ci '’a (•'■ ) ; 


es kommcn hior nur solioinbar drai wililciirlichi) Ooiiatantcni vor, 


Vergl 55, Aiiunirkung. 
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147 


clenu eiiie Aeiuleruiiii; von c bodin'];! nur oino AoiHhnnnijj; vou 
Cl imd O 2 , und wir vorlica’on also nioliis nil All^nnuoinludl, woun 
wir filr 6* irgoiul cincii sptudollou \V(‘r!h sotzoii. 

Dio Funutiou J liisst nioh nus don Coidiidontini tier DilU*.- 
rontinlgloicliiing durch eino (^huidnitur lindini. Ks int niimlioh 
nnoh dor Dolinition von 

vi I a v\ ■ I hvy 0, 

'"I I ■ ■ 0, 

luid daraus: 

1 a(rira c^yv\) 0, 


odor, was dassollio ist 


(LJ 

(lx 


- « a./. 


llicraus orgiobt sich dundi Intograti{m, da a idiu^ gogi*.boiu‘ 
Fiuiotion von x ist, 

—■ jad^v 

(18) ™ (^>c , 


worm die Const-ante <J (odor die nntore (ironzc' in dmu Inte^ 
gralc) von d(‘.r Wahl dor partiiailarou hitegrnle Vi^ i\* ahliiingt. 


S. <»8. 

Partiollo DiflV.riuildalghdodiungtui erstor Ortliiung* 

dor Iut(‘grntion <lor |iiii’ti(dl<*n Dinbnnitialgloicdiuugtm 
liaiulolt os sieb luu die Ib'sliniinuiig oiner Function voii niebnu'cn 
unabbiingigon Variablen aiis cirn'r (Heiohmig, dii^ die partitdlcu 
Ableituiigon di(*ser Fumd-inii iiac.h dcui Variablen tuitbiilt, 

rfa.ri* und Ja.eobi bab(*u die Integration partitdh'r DilVe- 
rontialgleichmigini erstm* Onlnung mit eimn* unbekaunlen Func- 
tion allgemoin auf di(', Integration eint‘.H Systems von gt^wdlm 
lic.hen Dillerentinlgloicdniugen zuru('kgtdnbrt 

Wir wollon bier nur (dne spnciidlt^ Art dUmer (Ibnchungtui 
etwas nillier lad-rachUni, die man, w(mn amdi in tdnein etwan 
andoren Sinne wia liisber, als limair beziuclinet, 

FiS scion n;, n’l, n’a, . , . nv ein System von n | I Viiriablmi 
nnd A\ A"i, ... gi'golann*. Functionmi dit'ser Variablmi. 

Fs soli cine der Variablen, (‘tvva ./*, hIh Function tlt'r iibrigeu 
^1, x,j>, ... ;r„ HO Imstinuiit wonbm, dass die (ibdehung 

lo> 
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Siebenter Absclinitt. 


§. 63. 


(1) 


X - 




befriedigt ist. Diese Gleichung ist zwar in Beziig auf die Diffe- 
renlialquotienten von x linear, nicht aber in Bezug auf die 
Function x selbst, die in beliebiger Weise in den X vorkommen 
kann. Wir liaben liier also nicbt mebr die Satze, die bei den 
homogenen linearen Differentialgieichungeii so niitzlicb sind, dass 
man eine Losung mit einem willkiirlichen constanten Factor 
multipliciren kann, ohne dass sie anfhdrt, eine Losung zu sein, 
und dass die Summe zweier particiilarer Losungen wieder eine 
Losung ist. 

Wir nehtnen eine Integralgleicliuhg von (1) an, die eine 
willkurliche Constante c enthalt, und denken uns diese Integral- 
gleicbung in die Form gesetzt 

(2) Xa, ... x,,) = 0, 

so dass die Constante c in ^ nicht melir vorkommt. 

Durch Auflosung der Gleichung (2) nach x wilrde sich x 
als Function der Variablen Xi, Xo, ... und der Constanten 6‘ 
ergeben. Wenn wir nun (2) in Bezug auf eine der Variablen 
Xi, ... Xn difFerentiiren, so folgt 


(3) 


0CD 0 X . ^ 
0X 0X/C ‘ dXjc 


und danach geht die Gleichung (1) liber in folgende: 


(4) 


^ dx 


+ I® + 


. 30 
+ 0x„ 


0. 


Diese Gleichung muss orfiillt sein, wenn (2) eine Integral- 
gleichung von (1) ist; sie muss zunachst nur unter Zuziehung 
von (2) identisch in Bezug auf c, xq, . .. x^ befriecligt sein. 
Da aber c eine willkurliche Constante ist, die in (4) nicht vor- 
kommt, so muss die Function 0 der Gleichung (4) ideutiscli 
in Bezug auf x, Xi, Xg, ... x^ geihigen, und es ist also 0 eine 
Losung der partiellen Differentialgleichung (4), die nun in Bezug 
auf 0 wirklich linear ist, dafllr aber eine iinabhangige Variable 
mehr enthalt als die Gleichung (1). 

Hat man irgend eine Losung 0 der Gleichung (4), in der 
die Variable x vorkommt, so giebt uns auch lungekehrt die 
Gleichung (2) eine Imsung von (1). 


§.()[. riirtiollo uutl ja;c\vuh all i'. Ill' Di I i'a ran t ialg'l o i t*lni n ‘'jc n. 


MU 


Zurufkriib ruii^ a.ur wbli ii 1 ic-ln^ Di rfurcnii al- 
^1 t‘i ell ii 


Wir l)('trn(‘liU‘.u miu mil. flaanbi das Syslcin i^awiihuliahiM' 
I) i f r ( u • ( n t i j 1 1 1 ( M ( d 1 1 1 n ‘ 1 1 ; 

(liV^ *\]i^ .\ ,1 

‘ ' (lx X’’ iLr ’ ” \ ' (Lr ' \ ' 


was siah jiucli syinuud.rischar ho darstidlon liissl. : 

(2) (lx : (Ixi : ••• ; (Ixn ^ ^ X : -Vj : : Xif. 

Wir wolltni aniudimi'n, dass wir lUrHi's Sysliaji vollHtiindi^i; 
int('^rirt habon , d b., {lass wir daraiiH a , , . j"„ uls Imuio^ 

tiouou dor unabbiuigifjjon Variabbai x and von a Nvillkiirliidion 
(JoDstaidtai r|, ... bi'slianiit. liabtau 

Wir luduuon fca’iior an, dasH di(' Lrisuii^ in dor l‘'orni dar- 
^jjoKtollii Koi: 


J t (a'l -^21 • • 

• -Ml 

• • 

• ) 

/,. (.r, .I'l, . . 

• .'■») 


worin /], /y, . . , boknnuU' Kiinolionoii d(‘r Varialdon niud, nnd 
(■x^ ... r,i din wiUkiirlir.luMi tknistanion, dio in don I’diindioinoi f 

nic.ht vorkomnio.n solbnn Durrli Aiiriusitni^ dor (Uidobmi^n'n c:i) 
(‘.rliillt man datm .rj, a'.j, ... x„ als Kniiotionou von j\ o,, r^, ... r„. 

Sobdio. (Unuditinpjtni , dii^ wio (d) oiiu' (’onsianln anf dor 
(diiou S(nio abgt‘Hombn’t imllialUm, dio aiti* dor undoron Soiti* 
niolit vorkomint, nonnl. Jaoobi Hptsdcdl Int.c'gralo, /nm rntor- 
Boliiodo YOU Intogralgl(U(‘duiugon , worunlor or irgoml oiuo 
(dloirdunig ^winclum d(m Varialdon innl (kiUHlaiiitMi vorhlobt, tli«* 
(lurch (lie Ldsungon dor DilVorontialgloiohungtni IndViodigl isl. 

Wonn wir nun tduo dor (iUdtdmngim (d) dilTorotdiiron, h(v 
(U’ gi(d)l. si(di 


d.A' 

d a: 


(lx 


0J\ ' 


\iii(l folglidi luicU (1) ixliT (2) 


i Xtf 


tt., 


(), 
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§. 64. 


/A\ IT _L_ T" ^ I 

(4) + 


I -V ^y>t 


Diese Gleichung rniisste zunachst wiederum mit Hiilfe der 
Gleichungea (3) befriedigt sein. Da aber die Oonstanten 
Cj, C 2 , . . . Cn in (4) nicht vorkommen , so muss (4) identisch be- 
friedigt . sein , und man scbliesst also, dass die Functionen 
/b /21 •■•/» Losungen der partiellen Differentialgleichung 
§. 63, (4) sind. 

1st aber andererseits ® (a?, x^-, ... a;„) eine Function der 

Variablen . . . Xn-, so denken wir uns mit Hiilfe der Glei- 

chungen (3) die a^i, x^^ ... Xn eliminirt, wodurch sich ergeben mag, 

^ {Xf Xi^ iTg, . . . iT,,) — * H * * * ^«)i 

wenn JT ein Functionszeicben bedeutet. Setzen wir bierin fiir 
c, , C 2 , . . . c„ wieder die Functionen /i, /21 • . . /n ein, so ergiebt 
sicb die Identitiit; 


(5) ® = 77 (a;, /i,/2 .../„), 

und hieraus durcb Differentiation 


8$ ^ oJT ^ M 

dx dx ' '0/i( 9a; 

0 ^ dn dfic 

dx-^ d 'fii dXi 


0a:„ d/fc 0a;„ 


X, 

( 6 ) 


Multipliciren wir diese Gleicbungen der Reihe nacb mit 
Xi, . . . X„ und addiren, so ergiebt sich mit Riicksicht auf (4) 


^ 0.a; + 0^1 


+ ••• + X„ 


0 a;„ 


077 
0 a; 


Nehmen wir X von Null verscbieden an, so ergiebt sicb, dass 
die Differentialgleicbung §. 63, (4) nur dann befriedigt ist, wenn 


07T 
0 a: 


= 0 , 


also 71 von x unabhangig ist. Damit sind wir dann zu folgen- 
-dem Satze gelangt: 

Die allgemeinste Lbsung der partiellen Diffe- 
rentialgleicbung 


Diff crciitialpf Icicii 7. woitcr Ordnu hk"- 


§. 05 . 

( 7 ) 

( 8 ) 


I a I 


X 


■fi <J> 


. o<l> 


H- A’ , , 




f^n 


i s t 


(l> ^ 11 (J\, ./o, . . . 7;), 

weini II ciiio willkiirlit'lu'. Fiiuci.iou von 
. . . fn ist. 


Dio AnnaliiiH^ dio wir liit'r ^(‘.nniohi hahcii, <lass X von 
Null vorsi’.liitul(*ii soi, ist aboi* uuwosouUirh., da. <‘s koinou Siun 
hahon wiirdo, alio .X, X,, ... X^ p;Un{’.h Null an/aun'lmHUi, uiul 
(la wedor in (l(*r DilT(n*t‘nlialg‘li‘i(duiu^^ (7) nur.h in <l{‘m Sy- 
stCTTK^ ( 2 ) (lie Variabb' irf.,unulwi(‘. vor (bui aiidorou .r.., ... x,, 
aiisgezeicbnot ist. 

Iliornacli sind die Aufgabon, dit' a,llgomiduu hdsung (b*r 
partiedUm Diirortuitialgbucduing 0)1, (1) m iiiubui, luid das 
SystGiu g{'.w()bnliobor Diiroianitialgbufliungini ( 2 ) v,\\ inirgriiauj, 
wosontlicli (litiselbcn. b'rcnlio.b a.bcr ist auoh hior horvur/.u- 
hoboii, (lass, W(uiu auob dioH(‘, allgcaiuniu' Inti'gralion gidungou 
ist, in ])hysikalisc.boii Anwtnidungcni dic^ liaupisohwiiuagktdt, 
nilndicJi dit'. Ib'stinnnnng d(n^ \v il 1 k ii r 1 i o-li t* n K u u ct i n n , 
hiiuOg (U'st b(‘.ginnt. Da.riib(n* liisst siiOi nio.lds AllgtamdiU'H 
sag(U). Wir wc'.nUui spilttu’ b(‘i ntuspiidiui gtuiaticriui IsinblirJv 
in dim Sa.chvin*! ia.lt gi'winnon. 


S* bf). 

Lin mil* 0 p iir ti o.l 1 r I) i f ft' r on t i a 1 g 1 tu o b u u g o n 
z w i t(^ r 0 ril n u n g. 


Dio naidtst innlaobt^ Art vein lintairon partioUtm DUTortmtiaD 
glci(dmng(m sind di(‘. von dor '/woibai Ordnutig, atiT dio violin 
pliysikalisoJiG Fragcm nUiroji, in diuKUi dio Zoit uud dio riitim- 
licdien Doordiuattui dii'. unablulugigon Variable*!! sind. Dio all- 
goinolui*. Form (dniu* Holobou (tloii’hung is! hoi /woi unabhiittgigon 
Variables ,v nnd t 


^ W 


m 


u 

d .r '0 i 


(“ n 
di'^ 


I P 


t H 
{ ,/■ 



r H 




und Ix'.soudors wiiditig ist dim Kali, dass nii^ hintiogoii nind, duHH 
also s 0 ist. 
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§. G6. 

Siiul (Uc OoblTicinnk'n I, vi, n,]-), g, r constante Grosser, 
so ist os k'icht, pjivt.ioulMro Lusungen dcr liomogenen Gleichung 


I 


i(> 


m 


f “ u 
V X (‘ t 


n 


ir)‘*^ H 
r 


, (no , r) 10 . 

“r V 4" = 0 


( X- 

7A\ (iudon. Wiv sct/,eu, analog dem Vcrfahren iu §. 56, in 
diesom Fallo 

71 — -v i>f 


(iu, 


a (i H; 


rV^ n 
aP 




wo w, (i Coiistantcu siiul. Dunn ist 

(' ?(■ r It 

r- a 71 — 

(^X ot 

(Y^ n , k- n 

, , — «* : 

('< X^ (X('U 

Folglich gelit dio pju’tiollo Diiroroiitiiilgloicliuiig ilbei^ in 

It {lDt‘^ - j- nfP 4“ (jft 4* '^'1 — 

Hior Inihon wir dio Klannnorgriisso rr- () zii setzoin Badnrcli er- 
giobt sicli cine (juadratisidic. (ilciclmug in oo und /?.* Wir kdnnen 
also die oiuo der l)oiden (Jrds.scn, ctwa bcliobig willilen, und 
erbalten zu jedcin W(‘rl.lu‘. von (i aus dcr Glcicliung zwei be- 
stimintc zugehiirige Windlu* von cjc, Ks giebt also cine unendliclie 
Mciigo zusammoiigcltdrigcn* Wortho vou oo uml /i, welclic der Be- 
dinguiigsglcichung 

loo- -j viaji 4’ 4- 

genugen, iiud Iblglich haben wir aiudi unendlicli vielc parbiculare 
Liisungiiu dcr partiidlon Diircnnitialglciclmng. 

Ilicriii liegb oiu wcsiMitliohcr Untorsebied dor parbiellen und 
dcr gewiilmliclioii Diiroriniiialglciibuingeu, da die letztcren nur 
cine cndlicho Anzabl unaldiiiiigiger partioularcr Integrale be- 
sitzen. 

Sind /4 ' • • ))artioiilare Losungen der liomogenen 

liiuuireu partiellcii DilTcnoitialglcicbuiig, so karin man jedc mit 
oiner willkiirliobcn OouHtanten multipliciren und orluilt durch 
Addition dor Produotc*, winder cine Ldsung dor liomogenen Glci- 
cluing, auch iu dom Kalb', wo Z, p, (j^ r niclit constant, son- 
dcru Funotionon d(u* uiialdiiliigigou Varijiblen //;, t siiul. Auf diese 
Weiso BOtzt sicb aus don uiumdlicdi vielen particularou Losungen 
cine allgcnicinorc Lo.simg zuBanunen, dio demnacli nnondlich vielo 
willkurlicbc constanto GrosBcn ontbillt. 


g. 65 . DiffcrfinlaulKlei<'l‘«"R'«-' ^'-weitur Or.lnuufi, !?••' 

Dio Auffiiuiuug tlov piirtitniluroii Oc)ufl'u'i'‘»ton 

cliuiigon ist liieraaoU, Man kanu 

I, Hi,..., mit gar keimu bo ^ « h,.VMtoUou. Mit aulduni 
also auck U.mslautou willkUrU.-ko 

allgemeinen Losuiigoa, ^ nichis ;j;o\voiuu'iu Vii'lmi'lu' 

Werthc kabon, ist akor s „u - „itV-ivul,ialgk>ickuugau 

liegt kei ^ .1 ' pa.n.^ durin tlio ('oiisUmtou so 

fukrea orlTaif. wordoa, <ka 

LX Z pkysikalisckon V-'auHHot.uug.ui d^ .pu-ado vor .o.gon- 


Achter Abschnitt. 

Bessersehe Functionen. 


§• 66 . 

Entwickelung von cos^o in eine Fourier’sche Reihc. 

Wir liaben im vierten Abschnitt gesehen, dass sich einc 
periodische Function einer Variablen nach sinus und cosinus der 
Vielfachen eines Winkels entwickeln lasst. Insbesoiadere ge- 
horen hierher die rationalen Functionen von sinus und cosinus 
selbst, und besonders also die Potenzen dieser Functionen. 

Eine hierher gehorige Aufgabe, die zahlreiche Anwendungen 
gestattet, und die wir daher hier eingehender betrachten, ist die, 
die Function cos^^ co fur irgend einen positiven ganzzahligen Ex- 
ponenten n in eine nacli cosinus der Vielfachen von co fort- 
sclireitende Reibe zii entwickeln. Wir erhalten in diesem Falle 
eine endliche Eeihe. Am einfachsten gelangt man zu diesem 
Ausdrucke durch Benutzung des binomischen Lehrsatzes, Um 
die Formeln libersichtlich darzustellen , setzen wir zur Ab- 
kurzung 

(1) i7(n) = 1.2.3 ... n = nl, 77(0) = 1 

und wenden dann den binomischen Lehrsatz in der bekannten 
Form an 

( 3 , = 

, Nun ist bekanntlich 

2cos(u = 


( 3 ) 



§. GO, Kutwickoluiipf von ooH»m in tunc Kourior’sckc Uoiho. 155 

nncl wenii wir (labor in (2) a — h — 0 ^*" setzen, so er- 
giebt sicU 

n j j ^ ^ 

( 4 ) uln^r) 

Wcnn wir in clioscr jo. /,w('i (Jliodor xusammenfassen, 

dio fJtlouih woit voiu Anfaiig uiul voiii Kudo alisteheii, so erhalt 
man 

/n\ 

H{v) n(n — V) 

__ 2 [I{n) 

H (r) 1 1 (« V) 

uud im Kallc oinos gcn’udon n blo.ibt. dann nocdi oin einzolnes 
dein Worth v =: 5 n cuitsimuduMulos (Uiod iiltrig. 

Wonn wir also 

(6) 2’‘“‘ cos" m — ^ Ih , ' 1 ■ cos (.) ■ [ • Aj cos 2 « -| j- 6„ cos « co 


iu)s (2 — n) CO, 


setzen, ho ist nacb §. tlH, HI, 


iV 


2 rt 

ut 


(•os*‘ m (U)H9Uto rfo), 


und (lie Verfi;lei('.bung mil. (n) dass hoi g(n*ad(mi n mu* 

dio pf(’nideu, Ixn iiiigonuhm} v nur di(‘. un^nu*adtm (Jlbidor in (6) 
von Null V(n*H(5lii(Mltm Kind, nml dims, wemn n — m gerado ist, 

I, - 

(8) ■ „ I 

Wir kiiiinon uIho den Katz auH-sproolum : Ks ist 

ft 

I ooH’‘ (•) (*os f/ (j) - (), 


W(‘mi n — w ung(jrad(‘ odiu’ ii(?|;(aUv ist und 


7 t 


II 


Il(n) 

(“ :: ’“) II (” ’“) ’ 


wcnn n — in gcrade und ijnsitiv (ub^r Null ist. 
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Acliter Abschnitt. 


§. 67 . 


§, 67. 

Die Ell t wick el ling von in eine trigon om e tris ch e 

R e i h e. 


Das zuletzt gefiindene Jlesiiltat kann dazu verwendef werden, 
eine Function, die diircli eine nacli Potenzen von cos co fort- 
schreitende Reihe dargestellt ist, in eine trigonometrisclie Reihe 
zu verwandeln. Es sei 

00 

(1) /(cos co) = ^ a„cos”ai 

n=:0 

eine convergente Potenzreihe, und es.sollen in 


(2) /(cos Co) = — Co -/• Cl cos CO -)- C2 cos 2 03 -f- cos 3 03 • • • 

die Coefficienten 

n 

2 r 

(3) c,„ = - /(cos 03) cos m 03 d cj 

7t J 
0 


bestimmt werclen. Setzen wir die Reihe (1) ein , so ergiebt sich 



2 

31 




• CO 

2 

1 = n 


an COS m 03 cos” codco 


11—0 


cos m 03 cos” 03 dco. 


Durch die zweite von diesen Formeln ist durcii eine un- 
endliclie Reihe aiisgedriickt , in der nacli §. 66 (9) alle Glieder 
verschwinden, in denen n m oder n — m imgerade ist. Setzen 
wir also n = m ^ so durclilaiift v alle Werthe O, 1, 2, ... 

und wir erhalten, wenn wir aiis §. 66 (9) den Wertli 


7t 


J COS (m03) C0S”^ + 2r 
0 


codco = 


jr IZ (m 2 v) 
2m + 2 V IJ (v) n(in -j— v) 


einsetzen: 


" + njv) n{^r+ V)’ 


(iH. 


BoHflt'.rsi*. li (' ii Kunolionon. 
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Wir wolUni dies a-ul* (h'u VM 


f (V.OH 0)) ^ 


iiiiwendiMi , ^Y()rin .r (diu* Variiildi^ sidn soli. In (liesoni Fallo ist; 
inudi dor Ix'kannton Rt'ilKnKnihv'ickcduiii^; lur di(‘ Mxpnnoutialroilu' 


und OH sic-h aiis (1) 


(^0 






jnj.u 

non' 



II (i») // ( m I r ) * 


S- tlH. 

Dio n s H B r s (Di 0 u V u n 0 i i o n i' ii. 


Dntca’ dt‘m Niinuni Ih^sHorsttlu' Fun (^iio n (ni ITihri'n 
(‘iiK* tmlK\'<n‘nzi(‘ lloiliti v()n Fuiud-ioiuMi oin, di(^ wir dur(*li 
lUKMidlichtni Utdhon 


( 1 ) 





I II 



// ( r ) // ( ;/ I 1') ' 


)i 0, 1, 2, 


wir 

<]i(^ 


doliniroii, S(» duss also in diM* l''onn»*l (o) th’s vori^on l\'n‘a‘.p‘a jduai 

[2) r,n ^ 2n^J„n.r\ 


wird. Di(* Utdluai fiir r/„(./’') lasson si{*h in ausnilirli(di(‘r Form 
aut‘li HO durHltdlon : 


(5) 

I 

•i.-i ... 2 II I 
1111(1 l)(iis)ii(!ls\V(>isi', 
(4) ,/„(x) 


I 

I 2 ’ 2.4.2» I 2.2h 

1 . . I 

2.2 ' 2 . 4 . 2 . 4 



wol'ih’ wir iiucli ./(.r) Hi't/.rii, mill 




J, (.r) . ■ 


1.4 


J" 

2.4 .4. (I 


Di(»so Ibdlion siiuF wio dor Vm’^loioli mil dou hokaiinUm 
Poto.n/.roilum fiir r\ sin:t.\ oosa; hdiri, fiir alio roidlon tind 
oomploxBU Wtoiho von .r oonvori^tmt, luid zwaj’ am so lu^ssor. 


Achter Ab'schnitt. 
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§* 68. 


je grosser cler Index n ist Sie definiren also analytische Fiinc- 
tionen der complexen Variablen x, 

Aus (2) erhalt man einen Ansdruck fiir die BesseTschen 
Fnnctionen durch bestimmte Integrale, den wir jetzt nocli ab- 
leiten wollen. Es ist namlich mit Eiicksiclit anf (2) nnd §, 67 (3) 

■jt 

0 

Wenn man bierin 


2 cos n(D = 

setzt, so folgt 

7t 7t 

2%i^Jn{x) = I gi(a;cosaj-i-na))^^ _j_ j (aj cos w - n w) ^ 

0 0 

woflir man auch, wenn man im zweiten der beiden Integrale — cd 
fiir CO substitnirt, setzen kann 

-I- 7 t 
1 ■ 


( 6 ) 


i^JnQc) 


2% 


(x cos “ + w w) ^ 


Da bier miter dem Integralzeichen eine Function mit der 
Periode 2% stelit, so kann das Integrationsintervall ( — jt, 7t) 
durch irgend ein anderes Intervall von der Grosse 2 or ersetzt 
werden. Substituirt man dann nocb ?i;/2 — co fiir co und be- 
acbtet, dass 

Tti 

= e 

ist, so ergiebt sicb 

+ ^ 

(7) Jn{x) = ^ I 

— 7Z 

Setzt man darin 

gt(icama) — nw) _ cOS (iC siu Q YICO) -f" i^m(XSm(x) — n Co), 

SO verschwindet anf der rechten Seite der imaginare Tbeil, und 
es bleibt 

-f- ^ 

(cc) = f cos (ii? sin 05 — ncoi) dco 


71 

— J COS {x sin C3 — nca) d o. 


( 8 ) 



fJ{). Uohitioneu zwiHcln'n don lioBRol’Bclieu Funciioncui. Ifd) 


Dies ist. die jjfesuchti^ Darstelluii^ you Jn(cii) durcdi oiu lie- 
stiniiutes IiitegriiL 

Danuia Hpceiell fur n “ 0 


J(X) .■ 


7 t 


(‘.OS (.v sill w) (1(0^ 


wofilr man auch sotzou kaiiu 


(!') 


J {x) — j cos (.':r sin (i)) do). 


S- (51). 

Rolatioucu /.wischou don Hcssorscdu^n FuucRionou vcr- 
sc.hiodouor Orduuuf^ uud die Dirfcircutialglciohuug fiir 
(Ho. BosHol'scluni KiuuRiouou. 


l)i(‘ Bohh(\ rH(dimi Fuiudioium , wi('. nm im Yorip;(‘u Bara- 
.^raplimi (hdinirir siiul, lialxm, wic hoIiou di(‘. l\.i‘ilumoutwi(‘.lcolung(‘u 
zcip;on, inaiiuijujfatdK'. Aualo^i^m mil. (Urn irijL«;(m()imd.riHchmi Kiiiio.- 
tiomm, uud iu jihysikalisolum Aiiw<mduiifr(m spicdmi sii', vioiracli 
(um^ ahnliflu'. li,oll(‘. A(dinli(*.li \vi(‘ di(‘, Irif^ononKd.riso.lioii I'um*- 
iiomm bt‘i din* liitoff ration voii limsarou l)i(Vi‘r(mUalgl(uc.lmii|:^um 
mil ooiisUuiUm (loi'dVK’iouBm aurtri‘Um, so siml di('. B(iHMt'.Bschon 
Kuiudiomm luiograU'. von gtnvissim (diiiimlum linoarou Dilloroutial- 
gltucliungtm mit, vo.rilmhudiclum (]o(dTioi(mt(m, dio iu vioUm physi- 
kaliHcJum Brobkmum vorkouumm. ludom wir di('.so BilltUHnitial- 
gUdclmug aldoiicm, orhali.mi wir '/ugUdo.h (unig(^ wichtigo Uo- 
(uirsiouKformolu fiir dio B o s h (U ’ Hcdicm Kunclionmu 
Ms ist natdi dor DoliniUou §. (18 (1) 


( 1 ) 


^/u 





» I) 


( 



1 


Iliv) U(n I V 1 )’ 


ri) 


1 I (d*) 


jC^ 


I (I 


( 




yi 1 f 1 

V2) 


//( (.) 1 1 )’ 
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Achter Absclinitt. 


§. 69. 


Oder, wenn wir in den letzten Formelii v — ^ 1 an Stelle von v 
setzen , so class die Summation von v — 1 his v := co zu er- 
strecken ist: 

/o-XJi + ai — 1 

“ (- 1)^ (I) 

( 3) J„ + 1 (^) — -- 2 v) ■ 

Hiernacli bilden wir durcli Addition von (1) und (3) und 
Benutzung der Formel 

nn(n — 1) = n(n) 


J^n—l “h '^■n + 1 


1 


//y»\ ( 

(- 1)’ [f) 


(- !)■ (f )■ 


n(n — 1) 17 (v) n (n -f-- v) 

y^Y + Sy 


— i?! V 

,-“o 

und folglich nacli der Definition von J„ die erste Reciirsibns- 
formel 


( 4 ) 


2 n 






eine Formel, die fiir jedes positive n gilt, aber fiir n = 0 nacli 
unseren bisherigen Definitionen nicht melir anwendbar ist, es sei 
denn, class man J^i z=: — setzon wollte.. 

Wenn wir ferner (3) von (IJ subtrahiren, so lindet man 
ebenso : 

/^AH + 2r-l 


eTn 


’ tTni- 1 - 


(f) 


11— 1 1 

7r(jr—i) 




+2 


{n-{-2v) 


n(v) n(n ~\~v) 


2 


(- 1}' 


n -h 2 r — 1 


(n 2 v) 


Tiiy) n{n + v) 


Andererseits ist aber nach §. 68 (1) 


dJn 

dx 


1 ^ ^ V2y 

2 II (v 


■a;\lH-2V-l 


(n -f- v) 
(v) J7(w -j- v) 


unci es ergiebt sicli 
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(5) 2 ^ 

was die zweite Recursioiisformel ist. 

Auch diese Formel ist fiir = 0 nicht luehr ohne weiteres 
anwendbar. Man findet aber dnrcli Differentiation der Reihe 
§. 68 (4) unmittelbar 

( 6 ) ^ = 


nnd auch diese Formel ist in (5) enthalten, wenn man J__i = — 
setzt. 

Nun konnen wir durch einfache Elimination eine lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung ableiten, der die Function 
Jn geniigt. 

Wenn wir in (4) und (5) n in n — 1 verwandeln, so folgt 

(7) — — Jii — i = eTn— 2 -|- Jn-i 

uG 

( 8 ) 2 = Jn-, - J., 

und wir haben so vier Gleiclmngen, aus denen J«™ 2 , Jn-i, Jn^i 
zu eliminiren sind. Wenn wir (4) und (5) addiren, dagegen (7) 
und (8) subtrahiren, so sind bereits c7„+i und c7„_2 eliminirt, 
und es ergeben sich die beiden Gleichungen 

(9) g + I 


dJ n — 1 
clx 


n — 1 


Jn—l ~ Jn 


wofiir man init Benutzung von (9) auch setzen kann 


dx , 


n — 1 dJn 
X dx 


n [n — 1) 


— l\J. 


ferner durch Differentiation von (9) 

fZ Jn—i d^Jn , n dJn n 

dx dx"^ ' X dx 


und wenn man dies in (11) einsetzt, so folgt die gesuchte 
Differentialgleichung 

( 12 ) ^ + J + (i _ !!!) ^. = 0 . 

^ . dx^ X dx ' \ x^J 

Uiemaun-Weber, Partielle Differential gleichungen. 


11 
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Achter Abschnitt. 


§‘ 70. 


Diese Gleichung gilt auch. noch fiir n = 0, wofiir sie die 
Form annimmt 


(13) 


cPJ 

dx^ 


I 1 dj j 

~^x'dx'^ ' 


0, 


Der Differentialgleichung (12) lasst sich eine fiir manche 
Zwecke geeignetere Form geben, die man leicht dixrch Differen- 
tiation bestatigt: 


nnd fiir ^ = 0 


+ (i — ^■^) 




(16) 


Aelinlich lasst sich (9) in folgende Form setzen 
dx^Jn(x) „ ^ , 


und wenn man in (10) n durch w -j- 1 ersetzt, 


von denen (17) aucli noch fiir n = 0 gilt, (16) aber wieder nnr 
unter der Voraussetzung, class JLi = — Ji gesetzt wird. 


. §. 70. 

Integralformeln fiir die Bessel’schen Functionen. 


Eine Reihe wichtiger Theoreme liber die Bessel’schen 
Functionen ergiebt sich ans der folgenden Betrachtung. Wenn 
u und V Losungen der beiden Differ entialgleichun gen 


(1) 


dx^ 


+ cpa = 0 , 


d^v 

dx^ 


= 0 


sind, worin g? und Tp irgend welche Functionen von x sein koniien, 
so erhalt naan, wenn man diese Gleichungen mit ?; und multi- 
plicirt und subtrahirt: 


(2) 

und wenn 


d^u d^v , • 
^ dx^ ^ 
man die Identitat 


^)uv^ 


§.70. I lit ral Cormoln t’ur ili<‘ UosHnl’scbon Fuiict io n i‘ ii. 


d-n d-v d { dii dv\ 

liomitzt., so o.rhillt ina.n das l'()l^eu(lt^ 'rin'orom: 

Sind a nnd /’ L(»suni^(‘n dor I) i (Ti‘, r c n tial - 
gloi(‘,lnin let'll (1), so ist; 
r dn do C , , , 


(ip q)) uv d.r ■ I <‘,oiisl. 


Si'tzt. ina.u hitndii ir|.^(*ud zwid Worilit'. von j: (dii und sul)- 
tra,lurt dio tniistaudtnuni von luiuindar, so i’iUlt roc.his 

dio (b)UBl;a.nt('. lun’aus, und t'.s Idtdbt oin l)i'stimnit(‘s lni('jj^ral. 
lliiO’vou nuudion wir zunilo.hst dio rolgondo Anwcnidiinji;. 

Wir sotzon : 

fi y.r./,,(Gc:r), 0— ]\oJn(p.v), 

worin fi von a; unabhiingig, sonst abor boli(d)igo, auob vcr- 
ilndorlitdio, von Null vtu'scbitMlont'. (Jriisseu Bind, Dann orgiobfc 
sioli aus §, 60 (14) 

4 n'^ I 4 — 1 

I ... > , 


■ I -j; /I 4 

.1.,.. > «/>--/?-- • , 

i/' (p — j8^ “ ” a-, 

Dio linko Soiti^ d(n’ Kornnd (’2) wird jo.tzl. 

(=) 1.0 A. (».o 

und os isi naoh §,60 (10) (wtnin darin n in n -| I und x in ax 
und (ix vtn’wambdt wird) 


(h' 

(ux) — 

«'/„ 1 

iCa.f'). 

(l.V 


1 : 



worauH sitdi tur (0) dor Ausdruo.k orgiobt 

a* [jiJ,,(ax)Jn \ i i («a')|. 

Nimml man dabt^r <lio Fonrnd (‘J) zwiaclum dc»n (Inmzo.u 
t) nnd I, HO iblgt 

11. \ lift) Ut/fi (ft) '■/ii j. 1 (a) 


ift- «“) j Xtf^,{ax)fln{ft^i^dx. 


11 * 
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Achter Absolmitt. 


!?• 71. 


Diese Formel gilt auch noch, wenn eine der beiclen Grossen 
04, ](3, etwa /3 = 0 ist Deiin ist n > 0, so verschwinden beide 
Seiten von IL und fiir = 0 erhalt man 

1 a 

III. ceJj (a) = |* xJQ(ax)d.x= ^ 

0 0 

was sich unmittelbar durcli Integration von §. 69 (16) fur v. — 1 
verificiren lasst. 

Wenn ^ — cc wird, so wird die Relation II. eine Identitat. 
Wenn man aber zunachst in Bezug auf ^ differentiirt, und dann 
^ — a setzt, so ergiebt sicli eine weitere Relation : 

IV. (oc) c7„ + a (cc) -j- a [rTn (a) Jn^i(cc) — (a) ^ (oi)] 

1 

= 2o4 I xJn(axy^ dx, 

0 

Diese Eelationen finclen mannigfache Anwendungen. Wir 
wollon sie zunachst dazu anwenden, die Wurzeln der trans- 
cendenten Gleiclmngen 

c/ii (x) = 0, 

die wir auch kiirz die Wurzeln der Functioneii J,, neunen, 
zu discutiren. ’ 


§. 71. 

Die Wurzeln von 

Ueber die Wurzeln von konnen wir zunachst Folgendes 
aussagen: ° 

1. Der Werth x = Q ist eine Wurzel von jecler der 
Functionen e7„j mit Ausiiahme von und es ist 
Jo ( 0 ) = 1 . 

Dies folgt unnaittelbar aus den Entwiokolungen 8. 08 (6) C4} 
Ebenso: \ p \ >■ 

2. Ist a eine Wurzel von J,,, so ist auch — « eiru; 
Wurzel derselben Function. 

3. Jn{x) hat keine rein imaginaren Wurzeln. 

Denn setzen wir x = ih, worin h eine nicht versclnvinclendo 


s. 71. 


Ui(‘ Wiirzehi von Jn* 


l(>5 

rnelli' drussi' ist, so orhillt (lii‘ lioiho GS (3) laiitcr 
vou (leiustdhoii Vorzoicluoi, uiul kaiiii a-lso nic.lit vorsohwiudoii. 

•I. r/„ ha.t lc(‘iiu‘ <’ 0 in j) li' X tui Wnrzinn. 

Diuni winiii (t -p In idno ooinph'xi' Wurzcd wilro, also 
r/„{a ' In) 0, so luiissti^ da dio OoidViciiait-on in dor Kut- 
wiokclunjjf vou ^/(.r) all(^ ri'.oll sind, auoh J,, (a- hi) “ 0 soiu. 
Wt'iui alior (t und h Ixddo vou Null vo.rsi'.hiiuUui siiul, so ist 

(a- ! hi)- (a hi)- {j^ltdoh falls vou Null vi'.rso.liiodini. Sid.zou 

wir l('ni(U‘ 

J„l(a I hi)x\ “ It \ i \\ Jn\(<t> hi) j'\ - /’ I F, 

woriu F fiir tun nadlc's x riadl siud, so ist 

Jn I {(( " j • h i) X I f/„ I (a h i) x 1 - / [ F-, 

a, Iso wosoutliidi posiliv. 

’ Scdziui wir ilaluT in dor Foriuol g, 70, II, 

a ■■ a I hi, ji — a hi, J,, (r^c) “ 0, d, 

so Idl^t 

i 

1 

0 

imd di(‘s ist uiuudglio.li , ila. /• und F nu*.ht iiFutisc.U viu’- 
sohwiinli'U. 

Wir liabou uns also lu dor k’ol^i\ iiiir iu)(*h init dou I’oollou 
positiv<‘n Wiuvadu vou Jn ^<0 IxdasHiUL 

o. Zwoi auf o.iuaudtu’ tol^inido wii‘ J,* nnd 

Jn\\> Uahtni kt‘.iuo giuu o i u sodi a ftl i i'. li Wur/.t^l 

l)o,uu wiirt^ /i (‘hu^ soloho i^^tuuoiusidndUioho Wur/ol, ho 
wiirdi' alls 70, 11, ITir l)olicd)igo a idlgiui: 

I 

j ./• 0 . 

Uass dioH abor unuuigUnh ist, orkouut nmn, wium man a 
in ff id)(*rg<'b(ni lasst. 

Alls don Foruudn GO (1(1) odor (17) orgitdit sicdi luf’niUH 
uooh als Forollar: 

G. lv(‘iu(^ Fun at ion hat mit ihror Dorivirto. n 
rinv positivi* Wuvy.ol gtunoiii (:r 0 ist ciuo imdu*- 

iac'ho Wuiv.ol vou sohald n « I ist). 


1G6 
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%‘tim 

Jn- 1 ^^‘ill UUlHH, A^m l|id»«“i4 \\%x 

li^nL 4«-'. 

.>-J * 



H» I ) i II k 1 a Ui ^ 1 rii p M m 1 

M-i. U ; 

. s ; r 1 

, ,,, 

:'*|j 

i J.. 

WIH’llSIHI inii .« 

; 1 ^ / . 

‘‘i ^ ': ■ ^ 

r: 

n II ^ 

i «... 

liagt tiur 4ir ir^ir^* W 

u 1 : <■ 1 

3i '■ ■■ ' 

■■ 



DaHH fiii^ Wiir/«d!§ %fm a 

35 :,! I. L ■' 

1 

ih ue 

ills'll!, 


erHKiht iiiHjt iit»« til I lu-jiii- 


- • - >s ■ .’■ ;* I -• ■,•, .: ' ,v - ■{ 

dis Hif.h fiir jwi.'H ,.t,ilh> h.- , .35,* n!.. :, U, ; 

(ireiizc 1 iiilherl. 


71 . 


Dll' Wui'Zl'lu You ./» 
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r 


IlitTiiiU^h erlialUui wir llild von dor Lai'(‘ dor 

Wurzoln von Ks si'iou 

cc\ a‘\ . . . 

di('. dor (iri)ss(‘ nno.h ^(‘ortluoiini Wurzi^lii von ./(,, 

cci, ai' . . , 

dio in jLj:l('ichiT Woiso ‘jfoordnottin Wnr/(‘ln von r/j, daun ist 
« ' , T/il * ^ a * ^ 

und KntsprtH’.lunnU'.s ^\\i, filr dit^ Wur/.(dn von 

^ oCi ' . a'i < , ' ••• 

und (‘.bonso lur dio ludionui r/,,. 

Kndlitdi Icdnnon wir no(di iil)or dio Wur:<{dn von -A,(.r) (dnon 
Solduss nnudicn. 

Wir HoUon in diir Korniol §, 70 (I) uiid (2) 

a f-r), r r - sinf^ - «), 

worin « oino poniim' odor vorHoliwitidondc', Wur/ol von V./Vji(.r) 
inU Dann (U’git‘bl. sich 

du ; de/n(.fO 1 i r , , dr ^ . 

i/r dx i -JvO- 

uuil ill ii. 7n, I. ini, 


9 - 1 ! 4 ,,. «/■ li </' </--■ 4 ,., 

s(‘i'/t*n. Dann wird dioso Kornnd, wcnin wir a nln untoro 
(Jronxi^ nolunon 

y^’KUU.r I 1 do 1 

a o \ 




mill wi'.nu man x u x hcUI. 


( 1 ) V“ ‘ sr./iiiw I X) ■■■■ 


ft I it 

fhinOr a} 


■f„{x)dx. 


IliorauH iol^t, dann d„ (.r) niobt in than i^air/on InUnwall 
(u^ a i it), in dom Hin(.r f4) (jo^iliv int, oinorhd Zeiohon lml)on 
kann, wtdl houhI tlio Unko Soito von (1) daH onlj^ogtutgOKotzlo 
Yorjioiohon biUtt? wio dio rechto, d, li. oh inuaH zwisohon « and 
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Arhtrv Ah..-, - 

cc Ti: vine zw»‘it«‘ Wur/.*-! smi •/ * i h ^ is 
wi('S(ui : 

i), I)it‘ Kii nc t i Oil t/ « iia f 
Wur/(Uri. lUt* ^ 

ilisiT lUul (li*r Ahst;iU»l |« 'A ^ ! 

fol^iMulm* IHt I 1 »*!!.. J 

Nach (Ion von Uuusimi ? h 

fiir (lie kloinsii* jHKsiiivr’ J i i A* i 

(€ 

ulul man (^rhall ant /W(*i nrriuialHi-Ik-u ^ i 


fi? 



a' 

.' 1 ^ 



■ri .1 

1 

■ ^ ' 

h"^ 




1 l;eA 


1 I 

■■; 1 1 '^* 




Man Hiohf, lian** - 

?r zi«‘nili(th H(’hno!l anii.i!i»an. 


lU 1 ' li iw I 1% 


I)(T I'aiifaohiiint hall»rr 
in Anwnnduni^on am nioi^trii v-.^rk^^ririis-v..!.- | . 

Jo (lor OnlmuiK wir mvh mil i? 

(lor niilbronlml|,d(aolnini 4 hh i|:m 


(U 


i! j " 





f(otui|4;t, (lie vvir in dim vo|■.y^^*i.”lJr ■'^4 u !’ v* .y*; 

Ht.huulotn* AuHiirin*lco liir 

ploxtlll, WlTtllf ViHl .1 i: IJ I , I; ^ 


') Ml .l. r ij. , i 

HOBanrHollBn Fun,rti-.),B«" {<,.. = / , ,, , . . , 

manit, Thfii»ri« r,, s', . . 

Mathews. \ ir,.ain.. I „i 


M 1,,.. 

' = '■!■■ !■•« - itivi- 
••:■ i>? ki.^iuir 

' I i ■ Hi :i UiliT 

•il . !. 

i:. . i.'-.-liS 

U. I'h 




’if laHTh 4|«^ 

'■?» , 4 i«!i 


■ ■■^« a |-5 S^lfll* 

■ ■ . ^ vr* iIbS' 

■■ -t 5 . ' ■•'■. S 


u* K u n o t i(in *s' (: ), 


:lioKrag(‘ iiach doni zwiutau partit'ulurun Intogral dor Dittonaitinl- 
gloichung (1) auT. Wir golnai dahid a.us von doin Aiisdruokt* 
S. ilS ((5): 


woHir au(di 


/ i f 

-/(a') , r' 

'J .T ,1 

•t 

•t 

J (./’) r '"dn) 

?r I 


wtaaliai kann, and wiaui wir hirrin di(^ Sid»s(.it.uli()ii 

... .. , ... i 


oos(o I 2 s, (/(.) 


inachoii, so (‘rgitd»t sioh 


1 s(l s) 


' r 

^ j 1 s ( I S) 


W(‘ini wir mni oini' Function 


r J 1 s( I s) 

‘inriiliron, so t*rgi<d)t sicdi, wcnn 
o j 2 / ,/■ 

wird: 

fi) \ -J/.i 7tJ{.i) r ‘I’, 

uul wcnn iiiiiii (lies in ilic {!l('ir.hniif,M 1) I'iiifiilifl., mid din Dilli'- 
■md.iatiim uadi .r diirdi die uiudi (-ractzl,, no Iblf't. liir (I dia 
)inV)r(‘iitial)fhdidmiii' : 

d'T- f/r . 1 ,, 


ilz ' I.; 


r II. 


Kh int ahar iiiu'li (-1) 
dlJ 1 „ 


dz-'- (/ .;■ ^ 4 ^-2 


\ 7t J ] .s' ( I .s) 


,S ,-.s'( I -- .S') 


/-^''y .s'{i .S') I (/.S'. 


lYO 


Achter Abschnitt. 


§. 72 . 


wonacli also die Differentialgleicliung (7) thatsaclilicli befriedigt 
ist. Man sieht aber hierans noch weiter, dass, sobald ^ einen 
positiven reellen Theil hat, die Differentialgleichung (7) auch 
dann noch befriedigt ist, wenn in dem Ausdrucke TJ an Stelle 
der Grenzen 0 und 1 irgend zwei der Grenzeii 0, 1, — oo ge- 
nommen werden, dass also z. B. auch die Function 



der Differentialgleichung (7) geniigt, und wenn man dann in (6) 
an Stelle von TJ die Function S setzt, so erhiilt man ein zweites 
particulares Integral der Differentialgleichung (1). 

Die Function S hetrachten wir also jetzt naher. Wir 
formen sie erst etwas urn, indem wir fiir — eine neue In- 
tegrationsvariable, die wir gleichfalls mit s bezeichnen, einfliliren, 
woclurch sich ergiebt 



Bei der Integration soil hierin die Variable s alle reellen 
positiven Werthe durchlaufen. Zur Bestimmung des Vorzeicliens 
nehmen wir an, dass dabei ^[s positiv sei, dass ]/l fiir 

5 = 0 den Werth -j- 1 habe und sich mit s nach der Stetig- 
keit andere, uiicl dass die Qiiadratwurzel unter dem Integral (10) 
das Product dieser beiden Wurzeln sein soli. Dann hat das 
Integral (10) fiir jedes ^ einen vollig bestimmten Werth, aus- 
genommen fiir ein reelles negatives wofiir zwei ver- 
schiedene Werthe moglich sind, nlimlich 



wenn jetzt die Wurzeln alle positiv genommen sind. 

Will man also S{^) zu einer eindeutigen Function von s 
machen, so muss man in der Ebene, in der nach §. 45 die com- 
plexe Variable ^ dargestellt wird, langs der Axe der negativen 
reellen Zahlen einen Schnitt legen, dessen beide Seiten wir als 
die positive und die negative unterscheiden wollen, an dem 



Die Function S (a). 
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jecler der beiden Werthe (11) stattfinden kann. Ausserhalb dieses 
Schnittes ist danii die Function S (^) iiberall eindeutig und stetig 


bestimmt, und je nachdem 34 

man sich von der positiven y 

Oder von der negativen 

Seite her dem Schnitte / 

nahert, erhalt man den r/ 

einen oder den anderen / 

der Werthe (11). Wenn ^ — t =/2 

wir namlich ^ = — a -\-bi ® 

setzen, a reell und positiv 
und b auf der positiven 

Seite des Schnittes positiv, auf der negativen negativ annehmen, 
ferner 

a — s = rcosO, & = rsiu'^ 
setzen (s. Fig. 34 ), so ist, wenn 

1 . s< a, Z»>0: 0<d<|, 


s > a, b ^ 0 : 




und O' nahert sich, wenn sich b von positiven Werthen her der 
Grenze Null nahert, im Falle 1. dem Werthe 0, im Falle 2. dem 
Werthe tt. Es ist dann weiter 


^|a — s — 

^ ya — bi 


f ^ ya — bi ^la — bi 

und hierin muss, da die Quadratwurzel fur s = 0 in -|- 1 iiber- 
gehen soil, die ya^— so genommen werden, dass sie fiir 6 = 0 
in den positiven Werth iibergeht, wenn ^[r positiv genommen 
wird. Lassen wir also b von positiven Werthen in Null iiber- 
gehen, so wird 

1 ^ iA I -1 ^ 

1. S<<.: yj+l = L-, 


2. s a : 


1 /;+' 


. ys — a 

^ _L_ _ _ 

ya 


mit positiven Zeichen der Quadratwurzeln. Ebenso aber kann 
man schliessen, dass, wenn b von negativen Werthen her in Null 
iibergeht, im zweiten Falle — i an Stelle von i zu treten hat. 
Daraus ergiebt sich: 


r 
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Achter Absclinitt. 


g. 73. 

In cler Formal (14) gilt da’s obere ocler das 
iintere Zeichen, je nachdem man sich von der 
positiven oder der negativen Seite her dem 
Schnitte nahert. 


§. 73. 

Darstellnng der Bessel’schen Functionen durch die 

Function S{0). 


Mit Hiilfe der Function S{0) lasst sich zunachst die Diffe- 
rentialgleichung der BesseFschen Function J vollstaiidig inte- 
grireUj d. h. es lasst sich auch das zweite particulare Integral 
linden. Diese Gleichung lautet nach §. 69 (13) 


( 1 ) 


dx- ' X dx 


0, 


und hat als erstes particulares Integral die Function <•/, die sich 
nach §.72 (3) in cler Form darstellen lasst: 


( 2 ) 


J{x) 


1 

i—ix /• 

J 


p1iX8 


ds 




ein Ausdruck, der flir alle complexen Werthe von x gilt. Nach 
dem im vorigen Paragraphen Bewiesenen ist aber ein zweites 
davon verschiedenes Integral von (1) 


( 3 ) 


0 

j’ 

^ — s (1 — s) ^2ix7C 


S{2ix). 


Diese Function ist aber nicht mehr in der ganzen a;-Ebone 
eindeutig, sondern sie hat da, wo 0 = 2ix negativ, also x positiv 
imaginar ist, die oben festgestellten beiden verschiedenen Werthe 
§. 72 (11). Wir geben dieser Formel noch eine etwas andere 
Gestalt. Ist 0 reell und negativ, so ergiebt sich durch die Sub- 
stitution — — 0 ds fiir s und ds: 



ds 



worin Y — 0 positiv ist; und durch die Substitution s 


0 fur s 


-I' -"'G I ') I'"*' 

iiud t‘s sich a us 72 (11) 


fliunii ist. uiil.ur (l{*r WurUi /ai v(u*st.i‘lu'ii , dun di(‘. 

Kunotiou H aiiuiimnl, wuuui man sitdi vnu dcr |insiUv iniaf»'i- 
niinm State Imr dam in'^^alivtai nadltai Wtu'ilu^ annillnud. Nacli 
5^, 411 abtu* dit'. b'onmd (4) a,utdi ITir iu)n)i)lnx(‘ \V(‘rUi(^ hd- 
wtdt dit> durin vnrkniniumidmi Kunclioncu sU'.ii^^ sind. Dii^ 
tinu r/ luit al)t‘.r ii!)(U'luiu|)t kidnn UnsU'.Ugkidk wiihrund dit'. Imiiic- 
tionon mul S {- • ;:) nur Indin Ut'hurstdindtun dtu’ r<udloi\ 

Axe 5 und /war tlii^ erntt^ auf dt*r u(‘jLj;ativt‘n, din /wtdti'. aiif dtu* 
])t)siUv(m Stdic, unnUdi^^ wtualun. Dmumudi ^ilt die Koniud (4) 
nil* alio mil poHilivtmi imap^inilrtmi Ilostandlhoil o. 

Fiihrt man wii!tlt‘.r .r diindi din Kornud j ; 2/.r oin, so jL!;ill 

also dio I'ornud (4) in dtw llall)id)im('., in diu' ,r tdiicm posilivtui 
i'(*oll(‘ni d'iudl hat. 

Ihn die hhiadratwur/i‘l ric.lili^ /u hoslinmunn s(*i/tui wir 


Danri is! 


worin (dmm pcisitivon rtutlloti llt'HtnLudtdudl hat, and ns 
orgitd)t nidi nan (4) 

(5) r 1 ^^Sf-2/.n 

(dm'. Formol, dit^ i^ulli^^ ist, ho langt? *r tdnon pimitivtm laudlun 
Ii(‘Hiamltlu‘il hat, wtaui V2;ra‘ m gononnium winU duHs **h 
ohonfallH tduon ptmilivcm rmdlou Hontandtlunl hah 

Da mill hic‘r jodt»r dor hoidou Ihistandthoilo aut <ha’ roohiou 
Stdto dor DiOorontialpfltnolumg 72 (IJ ^(UiUf^t, bo krmnou wir 
uIh BoHHorHc’ho FuuotioruMi /waiter Art, cL h, als /wtdloH 
partioularo.H Intt*gral d(*r Difforiuitialghdchun^ Hir dio Funotitm 
t! oinii Fuiuditm Kur) doi’miron durch 


(6) ip%xK(x) = e '' S(2ix) 




Wenn x reell und positiv ist, kann man diesen Ausdriioken 
fiir die Function J (x) und K(x) eine elegante Gestalt geben. 
Wir gehen aus von der Definition §. 72 (10): 


(7) 

und setzen darin 

( 8 ) 


arc ■ \ 1 f e-^ds 

S(2ix) =-p. — r - — 1 


^ g _ 1, 
tx ^ ’ 


2 + - = 1 + 1 . 
' ^x ^ 


Nehmen wir x reell und positiv an, und lassen ^ reell von 
1 bis 00 gehen, so geht 5 durch rein imaginlire Werthe von 0 
his ^ 00 . Nun war zwar in (7) s reell genommen; aber mit An- 
wendung der Satze liber die Integration auf complexem Wege 


Fig. 35. 


(§. 47) kann man aucli flir s den Inte- 
grationsweg von 0 bis ^ oo wiihlen. 
Denn in dem Kreisquadranten 0, oo, 
i cc in der Ebene der comploxen 
Variablen s hat die Function, die in 
(7) unter dem Integralzeichen steht. 
keinen TJnstetigkeitspunkt, und folg- 
lich ist das iiber die Begreiizung 
dieses Quadranten genommene Inte- 
gral gleich Null. 

Es verschwindet aber ferner das liber die Kreislinie ge- 
nommene Integral, wenn der Radius unendlich wird, und folglich 
konnen die beiden Integrationswege 0, oo und 0, i oo durch ein- 
ander ersetzt werden. Nun ist nach (8) auf der Linie 0, i oo 



P- ]/ 

und es ergiebt sich also aus (7) 


i s = e‘^ ix 1 , 

yiTi'. 


1 -f 

' 2zx 

ds = ixd^^ 


S. 71. 


I * o t u 7. in 1 1. \v i c k c‘. I u n *x i i ‘ ‘1 i .1'' u n c t i a ii S (-c* ). 


SClLr) — i 


nnd Wiuin nuiu i in i vcu’wiuuU'.lt: 


I i /‘i./’ T.) r (] (I I 


y.. ... 1 


,S'(- ‘2/.'0 - '■ '■ ' 

> ^ J vr-= 1 

S(>.t./,t man ilics in (fi) und ((i) oiii, so (U'hiilt, man 
, , , ‘if sin a' £ tl £ 


JP I 1 . 1 : 


U"- 1 


'2 r cos £ a! £ 
jr j y t j . 1 


I’otiMizonlwic.knlnng I'iir dio I'’uncUou »S'(~). 

Die. dnrc.h dus hdc'gral §. 72 (10) dciinirln l''unc.Uon (S'(~): 
1 f c~”(/.s r r. "f/.s- 

V® r! l/,y I ' •' "I •"-> 

nilln'id Hic.h fur oin umnuUiuh wacliHcnd(!H s dmn (iroiiKWortlm I 
(§. 12), nnd dtsr orsto DilVcrontialiiuotiont von H(e) iiaoli s wird 
fitr (-in um-.ndlic.h grossos unmidlic.h klcin. 

Kiir e () (-rliiUt H(s) dnn unltostimintmi Ausdnu-.k 0 v>. 

l-'dno partic.lU-. Intfigration giobt, uns almr AuIsc.IiIuhh iilior das 
Vtu'halton (k-r Function I'iir ^ ~ 0. 

Man crhillt niuulich (lurch 1 liircrc.ntiation noc.h s: 


d\f. 'log (y .s I -t ■ .s)| 
r " log (V-s- i y." I s ) iIh ! 


C »(/« 


If"' ^ I .,)■ 

uml darauK (lurch Int(*gration zwisclion don (ironzen 0 und mi 
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Vi'lili'!' A U-i- liii i! ? 


7*1. 


(2) log,: 


mis ^ 1 


1st n*t'll hihI pnsitiv, sti 4b' I ‘ Si? lUain ii hu^v ri'i‘11 

zii iiclinion. I)a4uri‘h siiul sit' tlurrh 4i»' 'Lr!! lu il.-r 

,r-KI)oiio his an tUai liiugs 4i*r r*'- Ih \\r w*rl lati'inU'ii 

Solmitt (nndtuitig hi'nliiumi, 

Wiuiii r in Null iUiorgflih sm winl 

2 r^'Mogd s ( ; N ) ^/s j *' ^ i ' 2 - (\ 

a 

worin (J tlit* Kuh'.r’sahi' ... la-.ltaifr? 

und wir (U’halttni alstj ans (li luat 4 j. in'-n.iH 


I 1 ^ 
1 ) .: 


N{.:i » h*t 




IhoKt' (hanr/.ltoHtimnnina hahal un. «!‘u Ur“ »’iu»r nruiut 
Kiitwiclculiuig (lar Fuartinu Siii and duaii %l -moh ilrr 
l?(^sHorH(’hrn l’'uiK*tiniuui JiJ i uml In^ .r mu I u.uiilirli 

Liisuiigen (h‘r nillonnilialidbiblinui* 


({^0 I ii0 

tij * J' d A' 


tp t* 


die durch die Fuuctittu 


♦ I ? 

l)olric!(li{j;l wird. I tii ilic tUi'ii'luiii),' t ii slliji iin'm n 
tiuuiluui wir lira Aiwiitz 

((i) K,, v' I ' )“ 

9 

worin dio unliimUimiititti tltirfiifii'iilrii .-n }..•■, iu,ui..i 4 -.tii.l, 

diiHR dio DilVm'UtiidgUdfhuug (4) duj'-h Hu l.rUH-iirts wn i. Ihitvh 
Din'oroiitiution vim (fij nrgiidit ^ii-li 

rfi i X-''" ^ 1 .1 

» I 


odor, wann man dundi .<■ dividirl. ui.4 i{ u.u nj.M d-n. 
zoichon v durcli r I I i-rsi-t/i: 


8 - 74 . 


I'iir iliu Kunutiiui ^ 
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( 8 ) 


1 (l<l> 1 th/ , , I 

-r- • • - • • , lojj; ,/■ 

X (l.r .r (lx .r'-i 

I 1 { 1 )' ''l 1 I / 

I .j I II V 



1111(1 tliu'ch ii(i('liiiia.lij;(i nill'cniiiliiilidii vim (7) 


(il.) 

(/-'</> 

(/••'•,/ , 

1 “'n- 

<l X- 

, 2 (/./ 

-'I') 


1 ' 

\-( ( 1 1 

iiC-i' 1 

" l-'X' 


.\ililiiM mail ((>), (S), (II), Ko i'rfi:icl)(, huiIi, diu/ dcr DilVarciitial- 
glcudiiinff (4) fr(>iiiifi;t, liir dio i\ die lindiiifriing 


(HI) 


2 (/»/ I ( I)* (('ill — f'l.) 

x- ,lx '■ --J //(a)'.! I'j j 


Audcrarsoils crliiilt iiiiui utis (;")) 


HI) 


(• 1 )’ 

X <1 X — J II [r ]■' IV i 

♦ n ' ' 



ulul (Ho vnu (lO) lunt (il) 


(1'2) r. r. 

WDk’auH man all| 4 «Muriu sflilicssl 
(I'U t'u * 1 ^ 

Dll' H(» ^aliilitrtc lUnUv (()} ini fiir alia Wnrtim von x cum- 
v<’rg<‘nt, wi'il dcr {‘n(*riiciotii {\ mit unomllioh waoliscuuhmi v iwiv 
tuimnllirh winl, wii' logr |§. 2.1 (7)|, 

I)i(' C’cuiHlnnto r,, blril»l il«‘r Niitur dor Sjudm luudi tin- 
ItoHlinunb tltnui iindort uuin in r,'„ so triU /u 0 nnr luu (lliitd 
dor Konu (Oi, rl) J{j) hin/.n, was i^loudiralls dor Dint'nmliuU 
^didolimi^" (4) KoniiKl. 

Nun ist alan* naoh §. 72 {(Ij^ (1) 


oil’ 


r 



Si;: I 


wonn 2/j’ |4oHi‘kt wird, gloicdifalls oin Into^naU von (4) und 

\V lOim , t'itrlirjlii njUVmitlrttiijleiiiliunjirn. 12 
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Achter Abschnitt. 


§. 7 ^ 

muss also in cler Form A0(x) -]-■ BJ{x) darstellbar sein. Die 
Constante S konnen wir = 0 annelimen, wenii wir ilber 
dementsprechencl verfligeii. Die V ergleichung des Unetidlicli xm 
. ^(x) und [Formel (3) uiid (6)] zeigt dauu, dass A = ^ { 
soin muss und man liat also: 



uud aus der Grenzgleichuug (3) folgt 
(15) Co = 2 log 2— a 


§. 75. 

Obere Grenze fllr die Function S{^). 


Es ist nun weiter zu untersuchen , wie sich die Fuuctitm 
S(^) verhalt, wenn 0 ins Unendliclie wachst, Diese Betraclituiif 
babnt uns den Weg zur Ableitung gewisser Reibenentwickelungim, 
die nacb fallenden Potenzen von 0 fortschroiten , die sicli, oti* 
wohl sie nur balb convergent sind, zur Bereclinung von S(i| 
fiir grosse Werthe von 0 eignen. 

Wir machen Gebraucli von dem bekannten Satze, dass dt*r 
absolute Werth einer Summe zweier complexer Ausdriicke seiner 
Grosse nacli zwischen der Summe und der Differenz der absolutes 
Werthe der Sumnianden liegt, und dass der absolute Werth einer 
beliebigen Summe, also auch eines Integrals, nicht grosser ml, 
als die Summe der absoluten Wertlie der Summanden. 

Ist also r der absolute Werth von so ist der absolute 

s s 

Werth von 1- + j positives s grosser als 1 — “ otler 

- — 1 (je nachdem s kleiner oder grosser als r ist), und dam* 
nach ist nach §. 74 (1) 


( 1 ) 


Absoliiter Werth von 8 ( 0 ) ^ 



Macht man die Substitution sr fiir s, und setzt 


S- 


()l>ort‘ i’ur di*' ImiiuiMou 


171) 


.1 \/r. , /. . i/E r « 

I ^ J ys (1 — S) I 31- ,1 y.s (t; — 1) 

so ist. also ilor al)Soliit.o Worth vou )S'(.;j uiolit griissur als 
Wir ho.lrao.htou zuniu-.hst doii Aiisdi'uck />. Da in diosom Inte- 
gral s immer grosser als I ist, so lolgl, 


/>• • 

I ’- f'' 

M J 1 

1 ' 

’■•■'f/s 

s - 1 ' 

und wenn niau s diiroli s | 

1 


/)• • 


{11 

[ 

0 

’■•■‘(/.S' 

r« ’ 

also naoh 12 

(2,1 /.■ 

‘ . r ^ 

1. 


Wonigor einrao.h ist die 

lUilra(’Jitan|f von A. 

Wir vo.rsteheu uutor <; 

eincni 

(‘chtt'ii Hruoh 

sidvani 




A ■ iA'' i 
f ^ J ] H ( 1 

tl ' 

,, 

Jr (■ /■ ’•'•(/s 

r ^ J v's(i s)' 

Ilitu' int uiu^ (la in (h'lii (u*sU'!i Intogral 1 - s E - 1 

Jr r r '"f/s . 

1 

/ r 


’ /' ’•"f/s 

N j V.nl -s-l 1 

7t ( 1 ' 

- '0 : 

ys 





1 

’ ?r ( 1 

■ ^‘) j 

1 y.s' yi-. e 


l/r I " l( 

I ^ J V-s-ll • .S) 1 ' 


- r‘ 


^/s 

Vmi n) 


1* 


(/S 


; V«(l •«) 


]h' TT <; *' 


und OH ergiolit sioh also, dass do.r absolute Worth von jS'(c) khniH'.r 
ist als 

12 ^ 



issL, itinT huwulu nj ais luiuu’uui’ iH'svimuir. UiUl aiuK’ii. SK’.u 
HO (li<‘ Axo nirhl liht'rsc^lirittini wird. Wii' 

V(‘rsu(’.hrn jot/t (li('. (1) {lurc,li nacli 

ra.lli‘U(l(‘-n PotoMizcn voii rorlsc.lm'iicMuh^ lUuh(‘. /ai intts 
^q’ircii, uiul wcnii dy dii* tioch /.u ht^HtinuniMuKui 

('irnU'.H siiul: 


U \ 




(/// 

ih 

II 

iL-^ 




( I 1),:' 


■' ;V ( \ya,v{v I 1). 


Si'tzt, umii tlii's in din DilVi'i'cnlialgli^ichung cin, ho ('rgi(d)l, Hioli: 

1 V] 


(.1) 0 - V|( ■ >' 

Man lull, also 


i(’' 10' ■ '<1 


(” ■ 2)1“ ■' '• 


I i 


(2 )' I l|‘' a 
ail -I 


/.u si'tzt'ii, nnd dui'au.s Hudi't. man, wnnn man <(„ 

_(l.;!...2i< Ip 

1.2... i>.2‘*‘ 

Dal'iir kaim niaii auch m'tznu: 


niiniininl.: 




(t,. 


/i(2ap 

2*^ //(,!')»' 


.N'ai'.l) I'int'i* Kolum friilwr angowniulion Kornuil (^. 2(i) int 
altiT fiir grosHo n niilicningHwi'iHo 


( 0 ) 


n [It] '■ pJn’ c. "n” ' 


wolioi als (lormdion oin aicli dor Kiidmil, niiliorndi'r Fac.toi' liin- 
zntriU, dt-Hwai I/Oguritlunus kloinnr iHt al.s 1 TJa, and daraim 
Mrliiilt man I'iir groHso Worllio von n don gcoiiilioii rioldigou 
.\usdruok 


(<) 


Ui I 

.. „ =. j, 


/ ‘J tlCluiKM I) 


:/ ^ 

7tn 


i 
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] 


I 


111: 


(.‘ill Ausilrut'k, «l«'r lait luuaitUs* h - ■ ? 

winl, als div . n.ili : ^ n 

(lio IJailio CD, wir lur ! ai.-* 5 
liclia (]iv(‘r.i:t*ut< 

['in uIku' dan Au^dnu 1% i , ^ 

milial^dridiuuK tunindl 
(IdutiniK hiit^ fiir din Thaurn' drr i»snvi, . 
zu kunnon, indiiinai vvir *inr 
sotznu 

n 

^ »♦ "N . ^ I ‘ 

» V 

(8) ‘'I'" V{ l.-M 1 . 

h 

d^l. I . 

ii ^ ■ JV < I * rit 1 • 

Uinl lliarnttH andnhf drh n.uh vn‘ i 
liiHwn niflarndialLd^dahnL^^ 

/(), it I I 

• ^ ih^ d. ' i..-- ^ 

Dk’at^ nifTanniiiid^hdrliijisn %kidh'ii %\u ^ 
(U'8 62 [Fctmud (l^n) 

IHt‘ hoidan pnriiruF-a'ni \%dv,nAU .1- 
(lie wir dart mit hr/riiiiip>! 

(Ill hi(^r a h:i.brh mr i, a- .. 

t , 4' 

j -- rv ‘ 

H ...■: '.'I 

I , , ti S I 

a' .1 

ti ..r 

Kh i^t iiImu 

«- ■( ; 

fiine CimstftuU'. fiir .h.- m^u, 

Wfirth I erhnll , find inilinn r4. .| 

crginht ^inh diiim^ waun %it tlir 
zeidmon: 


i !“ldudi Ht 
d-r 

"'d n IIJJ,] 




-I' Mrlliinlr 


:t-u 

r^-r tlli4 

* 1 ''.:,4 L-sfis ril 


^ ill 


tail C 


II ;lI li cn n V I* r.L»'e II t.(; K(‘ilit' I’ur S 


7 (>. 
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I ^ » I * ^ 

(10) 

a 

I ■ .INC:) I ■ IlrH{ ■ - .;■). 

llioriu kiiniuMi wir c wiihli'ii; daim aluir siud tlio 

(!(>iisfcaiit,t'ii .-I, /> (lurch uiid N(~) vlillif; hcst.hiuiit. 

Kill- I / wil'd min /C, - 1, Su) - 1, c"N(' — 

iiuhcstiiniiil.; W(>nii wir also c so willilcn, dasa das liitcffral I'iir 
r— I- i ix< vorsoliwiiidct, so ci'f^icldr sicli .1 1, II -- t). Wir 

sctzcii mill, jo iiachdciii dor imaj'iiiiiro 'I’licil voii positiv odor 
iicnativ ist. 

r I 'f, 


wtdici, wciiii rocll sciii soUto, die Wahl dos ZoicluMis holiolng 
ist, mid lasscm / als InlcKralioiisvjiriablo diiroli rocllo positive. 
Worllio voii 0 bis K«lioii, so dass J die rocllo Axe. iiic.lit ilbor- 
scbroilot. Uami oi'Kicbt sich aiis (lb) 


(llj 


N(,:,) - (L-\ - 


{ 1 I ! //y, J'- ' '^'1 [•'■0A'(-)1, 


utul i»H ktnumt inH‘4i ilarauT an, diai ahsoluUai WorUi dit'BC'H 
in atif scdin* Uriissa y,\\ Hrliiit/.i’n. S(‘tznn wir 


- a 1 hi, r - 1 


niit. ])uhiUv(*m h, ho ihI r tUn’ absoluU'. Wcnddi vou ^ uiul (^s ist 
<l(‘r absoluitJ W(‘.rtli van ^ it, da h tint! i positiv sind: 


Krnu'r ini luudi dtnn in 75 bnwicwiuMi 'riinornm, da tier 
ahnoluta Wi*rth vou r * glcioh I ist, diu’ ahsoliito Wtjrtli von 


i J i()S(; « S(: k it)H{^) 


klcintn^ als 2//^ (tj ■ 5/)) nml niithin ist dor ahsoluto Wtndli ties 

FidiliTH, thni nmu ht'^tdil, wtnm nnui N(c) durtdi (‘.rsotzt, 
kloinor als 


fi 


,11 


) 1 1 “ 


« I a’ 


odor, wonii nmu t diircli rl orsot'/.t, klciiicr als 
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Achter Absohnitt. 


1\ 2 7 (U 


^ ^ \ ' 2/ 

Das hierin Yorkommende Integral gelit diircli die Substitu- 
tion ^ = tg GJ in folgendes iiber 


= COSG3’^C?CO 


J , — . tl/ 

VTT^”+^ J 

iind ist also immer kleiner als 1/2 Wir linden aber einen 
asymptotischen Ausdruck fur unendlicli wachsende wenn wir 
die Substitution machen 

n pns 


f__dt ds 

y s ( 1 + — ) 


Nun ist bekanntlich 


und folglicb 


lira ( 1 -|- 


2sV'^' 


(1 H- 


f e-^^ds (- 
-+i Vs 


also ist angenahert 


JVi_|_j^2^+2 |/2n 


Wenn w also endlich in (12) fiir an den geiuiherten Werth 
(7) und fiir n -[“ V 2 genaherte n setzen , so ergiebt sioli als 
asymptotischer Wertli fiir die Fehlergrenze 


0 z=r 


Dieser Ausdruck wird zwar bei festgehaltenem r init uiiend- 
lich wachsendem n unendlich gross. Wenn aber n r ist, so 
kann er doch, wenn r hinlanglich gross ist, unter einen beliebig 


iH'Hiimmli* I ii t ci' r;i Ir uiit Hfssp Psi'ln* n K u iu‘ t i o a c u. IS5 




Wi'rtli ln‘ruulor ^^flu'arlit. wonlon, ^Yir habeii tl:ilu‘r 
(l:is 'riirtjr(‘iii : 

1 . Die I*!nt wifkrluui^ 


( 1:0 





t II 




isi, Wfiia // nifht ii^n'issi'r als tli'r nhsohiti’: Wt'.rlh 
r vtni t ist, rit'hlijj: bin aiif niui'u Kalilm* von diw 
Ordnuiig K 


I)it‘Hnr ist rirhtiK" in dor K^iu'/on Kbtnn* luul da din 
Suiunu' nut’ di‘r rnohlnn Sidti'. von (M) nls rationnU^ p;(d)rn(‘ln*n(^ 
Kunniiou von strtig ist, so Inl*'!, dnss din niisU'li^dcnil, dii*, wit*, 
wir f^nsnUnn luiluuj, tlnr Funntinu S{.:] nuhiil'tid, n\ir in dniu (ku’- 
rnidionsglindt' nnthnllnn mdii knnn. Snlzt nuiu * 1 , ho Idl^k 
(lass man *S'(*v) Ids nnf cdiu' (Irfissn von dnr Ordnun^ 
glninh I snl/nn kann. 

Aus dim I'brnudti (d). (tl) 7!! kann man daiui ntitspronhcnuU^ 
Kntwinknhtn^cui I'iir die* Ktuintieun*n »/(.n), A'(a1 orhalitm, und wir 
nilirtm hie*r tlmi Sat*/, an; 


») 


(in) 


Fill* uni*ndli(*h f^rosse* ./• ist gnniilinrt, tl. h. his 
nut uinnn Fnhlnv vtiu ili‘r (friissi* 


-I 

• } 

tp r ^ ; 

I 

,T 

f 7t \ 


2 ClIH I 

ui ' ) 


I 

V'l * 


'i Jf a* 

K(.r) 

■i hill I 

C 

V’ 




wiiH aowohl iiir re^nlln als fiir nompU'Xt’ x giiltifi; 
hle*iht» 

§. 77. 


Ilt*Htinnntn Intngruln mil Ili*Hsnl’Hnhnn iMiuntioiHUU 
Krst e‘H liedspink 

Die* lir‘HHnFsrhon Ftinntnmnu liulam nnhst nmnnln*n nnde'nui 
AnaUiginii nurh mudi elin Ae*hrdirlike*il mit dtm tngonomntris(du*n 


18(1 



V .- M * 


\ • 


Fimctioiioii , (lass sit‘h luaib Kh !*« .'u? l;;*- 

vorlvfauJut'K ♦ riiifa*|i aa . 
liiorYou lMM ’ s |» irli \ 

(Iclicii wir ails \na ii« r l^ai arjla" ^ i> r 
Avir in J?. T'J {’J) hah*!!' 

( 1 ) ./( I ) ' I 


SO or!jult(‘ii wir uac'h raila-hiuo;.: or? Ir.s -r 
nut/anii? vtm M (4i 

(‘ 2 ) jr ^ j a% ( j 

I I j ^ i 4 

.'f ; .'I ^ a, 


llicriii m'nil x, A I'ltii ii.ui!* i; uii-i > m . i il 
vcir.'uisgcst'tzt. Nncli il>*ui I’l nr:. ,? 

I'dlunviiiHtiiiitiiuiif? tii-f uis.i I:-.’.. 

Wortlio Vdii a stiattimii-is, n. ..tt.i* «'■,* K, ; 

FlllU-tillllfitl (lt!f I'fltftltlt'VI'll VitH sli'd'!-. ! 

Htatt, Ki) Intimo tier rci'Hi. Ih.-i} t.,,; ,» |.. i*,.-, • 
I licil vuii ]«■'* { i>\ i{fi‘ il iiiu ia> li! j> ! i,.!; 
t'llllH pdHiliv ifl. St'IZiMl «n dlv, ? , : ... 

Iblgt 

r 

‘ 

•' l f 1 « '■ 

l» * 

Niui li|{'il(t t|a'» hilt'griil siiir ? h 

1 ) v(jr8cliifili«ii int. wit’ Hu-h j,., 

76 ( 16 ) iiuch , sid.l ). .. . r .. 

in XiiH itlicrgnlifti !!iiv,.-n. r,.i .f.-s. (u.-n.-*,. 
zu liriilt'ii, sotzi-« wir 


(•'0 

und erhultfii: 


0 ) 


I 


Aj f {- 


'J i 


I 

i 

I ^ ■ 


H 


7 K. 


XwtMit**. ilrispit'K 


IvST 

Noliiiirn wir i- luul pnsiUv an, so cp zwisclu'ii Null 

mul tt, nud in l‘l) isl ] r posiliv m noliinuu. W(Mui f 

ill Null uin»rt;’(‘hi, so iiiihort- sitdi (p diuMinMizu 0 otliu' der (inuizu 
Tt, Ju iKK'luhuu h’ ' it'' posiiiv oilor iH‘i!;aliv ist; und os I'Vgioht 
sioii rolgaiulos lli’siillal: 

(5) 1 r ‘ J |/oo) il ,r ^ ; h" , (p* 

J ] If" a" 


'rrt'uuoii wir hiar tins Utndlo voin Iniaginiinui , so iTgidxui 
sioli i’olgtnido vi«‘.r l**nruudn: 

I cos fi ,/%/(/> a*) d.f* 

J 

(B) ./,3 

I s\u a X */ {h x) (t i" 

n 

j cus tlx J (^If x) tLi' n 

(7) /r^‘ . If", 

I h\u (I X J ( If J ) (I J 

J \ it" If" 

<1 

l)ii‘ Acnilcnnig don Vorxcich(uiM von h hul, da J(x\ cino go- 
nul(* Function inf, kcino AiUidiuning ymv Folge. Aiuidiui uinu das 
Voiv.ciidji'n von a, so luuss in dcT lt‘l/.tcn Fc)niH*l(7) das ontg(‘gtUH 
gOHcd'/tc Zcichcii koinmcru Fur a ”• h wcTdou Inddo Soiten un« 
oiuUich. 

7H. 

Z w id t os I) t*i s |} i 

Wir ladmchtcu dus uulKsUngi convcrgouto Intogral 
(Ij j sill ({./•,/(/; .r) 

U 

und orHot/.ou J(lfx) dariu dundt tlou Ausdnu’k (IS (U) 




Achter Abschnitt. 


2 

</(6 o::) = ~ I COS (& X sin co) d t 


Wir erhalten durcli Umlcebrung cler Integration sfolge fiir 

(1) den Ausdruck 

7t 

^ ^ a ^ 

(2) — dm sinao; cos {hx sin o) - — 

or J J ^ ^ X 

0 0 

Nun besteht die Relation 

2 sin cos (hxsm co) = sin (a b sin m) x -j- sin (a — b sin mjx, 
woraus naan erhalt 

M ca 

2 j sina:r cos (bx sinco) ^ = j* sm ((2 & sinca)^^ — 

0 0 
00 

-f- I sin a — b sin cq)x 
0 

Nehnaen wir die Constanten a und b positiv an, so liat das 
erste Integral der recliten Seite, da auch sin co immer positiv ist, 

den constanten Werth Dasselbe gilt von dem zweiten Inte- 
gral, wenn a':> h ist, weil dann a — b sin m immer positiv ist. 
1st aber a < J, so hat das zweite Integral den Werth -|~ 

Oder — j, je nachdem cj kleiner oder grosser als arc sin 
ist (§. 13). Demnach haben wir 

r • ,7 . ^ dx 7C 

sin ax cos (bx sm co) — = — ; a '> A 

J ^ X 2 ^ 

0 

^ ^ 7 ^ 

= 2 ’ <C 6, to <; arc sin ^ , 

= 0; a <; 6, CO ;> arc sin 

b 

Demnach erhalt das Integral (2) den Werth 1, wenn a > b 
ist, und den Werth | arc sin wenn a <. I ist, und wir er- 


'='1 » tal S 


78 . 

lialtcii (lay K-esiiltiit 


X\vint,t‘H Hi'iHjut'l, 


IS!) 


CO 


I ^inaxJ{l):v) 
0 


(lx 

X 


TV 
V) i 


a - 1 )^ 


.•in^ sin 


(I 

h ’ 


• h. 


Dio W(‘rtlu‘. von nn'- sin y si’lilii'SKcii sicli IVir a “ h 

an (lie Wcu’tlio — an utul wi^nUni fiir b /■ vtM’sohwindiMMl 
khan. Dotrai'liton wir das hiii'^rul a, Is KumSion d(M’ posilivini 

Kia. :5ii. 



Vanablon so wird dit'sti Kniudion durch dit‘ in Kig. lUI dar- 
^n'stoilU* Oiirvii ansa.haiilicdi gmnatdik 

Wir wolhni omlU(‘h inxdi das bd^^ontU^ radspio! aid’iihron: 

Ms ist luudi (is (!)) 

t 

!i l ’ 

(<1) * 1 {X] ■ (‘OS i./’hin {») 

'Jt j 

Bodoutol. also (i oiin* litditdngn positivt^ (trdsH«% ho ist, win nit-h 
durcdi Ifndvtdirung dor InU‘p;ra.iionHridf^(^ orgioht: 

V* S' ‘f 

j' »/ («.!') f/ « “ 1 / l' («.'■ I’ilHO) (/ « 

J -I IP JT J ' J «■* I IP 

U 1 ) 0 

Ilioivin liiHsl sio.h das lutc^i^ral luioh a inittcdHt d(»r I'^onnol §. I!)).’!) 
auHfiihnni, iiud man o.rhiilt 

t/i V 

(r,) p/(«:r)r/« Jfr 

J «•“ I /<“ J 

0 0 

Da man ./* in —x vorwainUdn lcmn», oluu‘. di(‘ linko Soilo /u 
iLiid(jrn, so kaiin man di(‘ naddc Soito aiudi in di(‘ Korin sol/on: 
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Achter Abschnitt. 


COS (i /3 sin co) cZ (X) 

r t 


und erhalt daiin mit Beniitzung von (4); 

TO = 


79. 


Darstellung -willkurlicher Functionen durch 
Bessel’sclie Functionen. 


Wenn wir in der Formelll. (§.70) n = 0 uehmen und n 
§.69 (6) JiCiP) = — J'(x) setzen, so folgt 


r aJ(S)J'(a) — (a) J'(^) 

(1) I xJ{ccx)Jipx)dx = 


J 

0 


und die Formel §. 70, IV. ergiebt: 


(2) xJ{axYdx = — /(a) J"'(a) — ccJ(oc)J'\oc) -j- aj'\ 


1 

I xJ{axydx = i [J(ocy + J'(ccy]. 


wofiir man mit Benutznng der Differentialgleicbung §. 69 
auch setzen kann: 

1 

( 3 ) 

0 

Besonders einfach und wicbtig werden cliese Gleicliun 
wenn a und /3 zwei Wurzeln von einer der beiden Gleichur 

(4) J(x) = 0 
Oder 

(5) Jf(x) = 0 

sind. Wenn dann a von ^ verschieden ist, so ist 
1 


(6J 

und 


I xJ(ccx)J(^x)dx = 0 




PiirH 1 1 * 11 u 11 will k u r 1 icln'r V u luji in iiuii. 


1 1)1 


(7) j xJ (auyulj' fP [a)- odor 
(*) 

jo niicluloni a oiiicWurzcd von (*1) od( 0 ’ vou (5) ist. Mittcdst clit‘aor 
kouiion wir tdiio wiUkiirli(du‘, Kuiu’iiou / (u’) vou a\ die 
ill deni fiitervall von 0 his 1 fi;oji;ol)oii ist, duroh oin<‘. Roiho dar- 
stelleu, die uatdi H esst'd’soliou k'niiotioiK'n foristdireiiid, uud die 
den Ko uricr’sch(‘n K(dh(.!U aiialof^ ist. Iss (VhU, froilich iioch 
dor Bowids, dass diosc'. KntwioJctdung allfijcnudu inii^Iiidi ist; ahor 
die Mdfifliolikidt. d(‘.r Kntwi(’k(duu|^ voraus^osot-zi.^ orliillt. inaii die 
Form dor Kutwio.kolunpj, 

LasBini wir a di(‘. dor (rnisso inudi ^(*or<lii<d,(‘u positivtm 
Wurzcln dor (ilididiunp; (4) durolilanfim iiml stdzon 

(t 

(8) /■(./■•; • ■ V ,1, 


SO orliillt; man, wonii man (8) luit J {(ixjxdx miiltiplioirt and 
iutogrirt, worin ji irgmid (dm^ h(‘8tiinmte dii'so.r Wurztdu ln.v 
deutol;, naidi (G) uud (7) 

1 


(■!') 




/(';'■)'/ Ui.r)julx 


(i 


odor, wonn ji in (H) dii^ 
sind 

(10) AjJiliy^^ 


(diiniHo jjjoordmdoii Wur/.oln 


1 


fCr)JUix)x<Lr, 


von (;')) 


Sotzim wir in dor Kornud (1) (i * - 0, so orp;i(d)i. sicdi, wonn 
a cine jio.sitivo Wurzol d(‘r (Hoiohiing (5) ist 

1 

(11) I xd (ax) (lx ' (k 

(» 

OarauH gcdii liorvor, duHs die Formed (8j liir dioHon Fall 
nur anwondbar ist, wmin 

1 

|/(3;)j- il.r r ■ l) 

(I 


ist Ist dit‘Ho Bedingung aher nicht ortiillt, so sot'/i* man 


BO! 


1!)2 

( 12 ) 

uml fi'liiUt 

( la ) 


Ai-htri- A 1 « S V h i n. 

a 

J'(.r) vl„ I V] J.i ) 

I 


8 - 7 iK 


wiihnuul tlio ubrigi‘11 Au nai*h \sit‘ vor ilmrli ili** Ki»rnirl (lo) 
i)(‘Htimint Sind 

Dnrch tuiuni (irauxiiharuan.'!: luiiuifu wir au-. i‘J| jiMltn’ unch 
aus (10)1 Fornu'l aljUnlnn, ilii* ibnii Imi in* !«• r’?adrn 
nnalop; ist 

Zu tlii'Si'in Z\V(H’k srlimibrn wir uut»n‘ ih-r \ •‘luiiNHri/.tuii' (11) 
(lio Konnnl (8) zuniichst st»: 

!'{>*') t , \ J ifO . \ /. li I , 

•' ^ J ' jfO ' J 

Uin luni ilas lnttn*\all vnu n 1 iM^hrlna, aus/tnlrluu'i)^ 
sniznn wir j' h uiul A h au Strllf \uu r uii4 a uimI ta'hnltan^ 
mr /(jih\ witali'r imi /{Ji lif/turliuru 
h 


./(■'■) "" ^ h.'.I'tuV \ ^ ^ 


! A til . 


Wir m‘limi‘n jalnt an, itanH /( m «*'uu j riunu 

gel)(auai Warth u iiliarsfliruitaL uiul ’^t4/ru h ' . ^ uirniix Uaiiii 
ist anuh 

('*) /(■'■I 

Fs stuau nun a,, t\u* auf nisaudri l»«l,aaauluu Wur- 

xelu von J{,r), Wir wUvw 

( ir .) «, /<!.. f 

h 

iind erhaltan ans i\4) 




./ A , 


laiHHtUi wir uuii h uuti«'’^ri'U/t wiuds tui, m wild d an- 
cudlit’h klaini i*h bat tlalu'r aim* lH *! it * lii 5 nr * «'iid!i»'lu” \iii/ald vriu 


71). 


DuraU’ Hu uj;?: \v i 1 1 k ii v 1 ic.li or K u tic 1 1 »nu* ii. 


1 !):; 


Anfiui^Hglicdcini (l(‘r jlUiilui (1(>) ;iur ilns Kr/^adiniss koiurn Kiii- 
ihisH, uiul wir bofiiolica ktuiuMi nmrklitduni Ktdilor, wtnui wir 
^ Uv uiu'.iullich wonlrn liisscn, Ms ist :ibt‘r nillua'iuiiJiH- 

weiso fill’ ^*r()ss(> x ?(> (lb)| 


uml as ist also fur uuauilliah ‘j;rossi‘ r 

'JT }( IT 



siu X 


:>■ 


woiiu n ('ino uiuaullia.h |i;n)ssa unijjarada- /ijihl ist , ilia iim ‘J 
wiic.bst, W(‘ini v inn I wiitdist, liiinaiatdi ist j d iVir 

<nii umnnllicli j^rnssi's n, uml (nl^lirh niudi (!T) 

jrhJ'iH,)"- “ sin («, , 

also 


uiul (lor (Iroiiy.wcrUi dioscc Suminn isl. (Ins hcstininilc Iiilc:'r;il 


(IH) /(./•) I j /'(/>.)'/ (i:A|A(/ A. 

0 n 

Wanu ilii* t'anutioii / as ^astatti'l, Icbniian wir a birr ins I’naml . 
iicdia waaJjsan Inssan uml arhnllm dia tbun K<hi r i a r 'salnui 
Ijidirsat'/ i^nn'/. nnala^t' Moniud 


(HI) /(.*•)-" |/(A)J(«A)A(/A. 

(I U 

Dia nap;riimluup; tUasar Manmd, wia wir sia hiar g(*>^alian 
habaii, ist niidit straufi;:. Min Hlraii|jjar limvais ist van l\ du Ihus- 
Ray in a nil |,i5a.^abau M* 


*) Maf lusiutf I mcIjc Annak’n, IM. i\‘. 


It i H III Hll ti - W I’ l( I* I' , rilliit’ni- i HUi I r ut 


m 






Nt‘unt(M‘ A!)S(‘.hnitt. 

Liiieare iiifinitOBimalo Doformatioiu 

§. HD. 

I)rolninf(oii, S('.lir;iul)uugfMi u nt\ Uic’hlii ngssysirnMs 

Uni (lio Anwonilungtui voii particilloii Uiir^nnilinlghaclnuigru 
iiuf (lio Physik rich tig vorntoluni zu kiiuiK'-u, siud oinigo Ilotrach- 
tuiigou goon\eti‘iH(‘.hor Natiur iihor dio How(‘gmig dtn* dim Hniim 
st(‘.tig (u’rulh'.ndou Mn.Uvri(‘ vonins/uHcdiicJcoiu 

Um (‘iiu^ Drohung (hwh Iviirptn'H uin oiiio Xxis gtniau /.u la*- 
s(‘.hnnhon, (h'.nko man aich sidhst iu dioAK(' g(‘Httdli. und la'/ciahm^ 
(lio nach cU‘m /andlU wcdsondi*. Ui(*htuiig d(‘r Axe ala die pnsilivi^ 
I)i(‘. Dnduing ludsat t‘ino llmdi tad indiung odor oiiu*. pt»sittvt* 
Dinduiug, W(‘nu sio dauu vor dou Augi‘u hin' von rt*olits nacli 
linlcH orfolgt, im (‘nlgog(mgOH(*t'/.lim Iddlo (‘iiu^ UinkHdrtdinug 
od('.r nogativt^ Dndiung, Dlosm* Untm'sohit'd liinnl nioh in 
keint'i* W(dao l)i*gniriio.U doliniri*n, Hondoru uur an Olijotdtm dor 
AnHK(m\V(dt, zuniicdist am numscddiolum K(ir|a*r, donionstriianu Dii* 
Drohung ili’s Ulir/oig(*rs iat I'ilr d(‘n a.uf doin Zillorhlaito Slidit'n 
(hm oiiu^ InidvHdri'luing. V(‘rtaus(dii man di(\ positive*. Axon- 
ri(ditung mil (hu* nogalivon, ho iindort. sioh amdi dor Sinn (h*r 
Drohung. 

Wonu Hioh oin KdrjH'r liings (*iiH*r Axo V(*rsohi{djt uml ghncdi- 
zoitig droht, so vollfiihri or oino Sodirauhonhow(*gu ng odor 
Sohrauhiing. Uutor don Sohrauhungcm gi(*ht t'.s gh*iohrallH 
zwei wi‘-s(mtlioh vm’Hohiod(*no Arioip dio uIh llooditHHcdiranhung 
uiul Lin ksHch ram 1) u n g untormduodon wordtm. Kino Hoohi 
s(ihraul)UT\g ist di(i, (huam Dndiung (dm* positivi* is{ , wtum dit* 


I as 




S. Hi. 

Axi'iirirhi in tier lUt^littuu*; 
uonunoii isi. M;iii kann dii^so tlt*r Ansiduiumi*^ and doin 

(h'(lii(‘liiiiiss(' so aiuj)rii|i:i‘n: 

Kin(‘ Hciditssohrauluin^^ vullluhrt dvr roidita Ariu, 
W(*nii or sioh ohao Zwauji; hf\vro:t. hIni* /. U. mj, dans (kr 
rochtt'. Arm vor^osiosstm wirtl^ und tdoioh/ritig di-r Kiirkoii ilev 
Hand von ohou luudi aussou i^fdrtdd wird. 

RoobtH^i'Wiuidou siiid div nudsttai iui Lolaai \\{k 

mitztou Hfhraubca, dio Ktu'kzitdita*, tUo nodami ^'ohmTluadaiusor 
(do(‘h giobt OH aucb litdes gt'waudouo). 

Wio wiv Bo.bon friilior (§. dl] fost‘n‘Ho!/l babrji, bildan ilroi 
von oiuom Piinklo jnislautViulo, uikdil in v\nvv k.bruo i^ologtMio 
Ricbtun^oii, in oimo* bostinuntrn Kt'ilaajl»di*;r I, loaitjmmi'u, 
ciu U(u*.btssystoiu (dinad^s nd«a' >yat«auh wrnu jodo 

von ihiuai in dit‘ tblf^imdo iiboiandil dundi ‘duo Urohuiig 

von wonigto’ aln 1S()‘’ um tlii' drittt*. Himdsm ist I \u»*dor auf !j 
folgiaid nn/uiudiiiiom Ma nnr unrb ruit*ii /writi-n Full, 

nilmlioli dtm, dans Jiult' in dio iidi^nnlo thirrh riiu* nogative 
Drolnuig iiborgoht. Kin subdu*"^ Sy^tmn bta^a tiunn fin liiakn- 
Hystom (imlirocdc*H talor imgativfs Sy-.triui. Man orliiilt uhi 
RtuditHHy Hlom, wonu man dif dvri in-4fu Fbugor 1,2,1{ 
(Dauimai^ /adgolingor, MitltdliiiKori drr rrrhifn tlund ohno 
Zwaiig auHslrookt^ wnbroud man dif bridou lot^Ron 
Fiijgc'.r BiiiHobliigl. 

Wonn wir ilio Ibuiktf df^ Uaiuufs mr anaUti^rhru l)ar- 
Ht(dlung auf oin naditwinkligoH l^uordinaffm^} =4fin bf/itdma, aa 
wordon wir, wojui uirht dun Urgi^ntbidl an idian klitdi horvm*- 
gtdiobon ist, imnior Hntndnmau da^^ dir tdiHidinairna\on in dor 
Rtuhonfulgt* u\ If, :: idn UoobtHWHlrm btldni. 

HK 

Linoa rr Urfonna t i*»si 

Wir cbmkmi tins nan rinr ninni Uanmtlr il ri tullrialo 

Siibstans^, dortai dliuilo bi’Wrgbrb <’4iid, au-^ rinrr Lagr iu rino 
undone gobmebt. Kin Pnnkt m dtmrr ^abitan.% drr vor drr 
Vurstddobung dio rrrblvvinkligrn ('tiurdiuatm ^ , n. bat , nidgo 
duroh din Vorscddodaing in di»* dnrrb dir t ‘MMidia.iIrn A. ]\ Z 
l){‘stimintn Logo uborgrgainnm %dn. Wrnii daiin /winrlirn don 


Lnicare in 1 hiitt^HunuIe Dororination. 


§. 81. 


l*Jl) 


iirspriinglicluni iiud do.ii vorilnili^rU'u (loordiuaten van ni vinv 
Beziolnuig dta* folgoiuU^n Koriu hcstt'ht: 

A’ rr-: « I | a.. If | 

(1) Y r-- /j I I . Ihif ^-| ii,r:, 

Z r- y • 1 I Tv. If I r;iA 

woriu die Oo(ilTu’.i(‘.iit(‘U vou .r, //, .r uii;i])li:i,ngig siiid, so wolleu 
wir dio lii( 0 *{]urc.h ausgedriic'kie VoWlndiM’img dos Systems (due 
liiieiire I)(*. forma, t ion lUMimm. Sit* ist diulurcli aiisgtv/.tneluu^t, 
dass PuukteT dii^ urspriinglicli auf (*iiu‘r (ieratltoi, auf tnnt'.r Khtme, 
auf (Uiier Fliudio zwtnteii (Jrades (‘to. liegtoi, auel^ naeli oin- 
gctr(‘tt‘m‘r neformatioii auf {dutnn (itdtildt' derKidlaai .Vrt Uogeii. 
St‘t/.ou ^vir uo(di 

a/ r-i A ■ «, !/^ — 1' . 1 1, :/ • • X y, 

so orgtd){*n (lii‘ (iUuehiuig(Oi (1) 

ai' - a* 1 !/ I rXi 

(2) y/ /ii.r ) fi^?/ | 

- - y,a‘ ' I r^y/ “ I 

uml ;r' y/ siiitl dio rtdaiivtm OoordinnUm di^s l’anklt*s ?}/ naoh 
oingotroUmor Vtirstddoliimg, l)t*y:ogt‘u auf don Puukt, dor im nr« 
spriingliclum ZustM*uido. ini (kiordiiiatoiianrangspnnktt*. lag. Wir 
botraohton jotzt alH*r nur nnmnllitth kltdin* odor, wits wir a noli 
ftagem, in f i n i t (SB i in al 0 I)(‘I'ormalionon, d. li. wMr so lion 

:r' — y/ y/, Y - 

und folglitdi 

Uj ' I, 

/ij, /i.j — 1, /i;t, 

7'u rus Yi 1 

als unotidliodi kli'-iius (UrdsHon orstt'-r OrdnuiiK an und 
vcrnachlilHsigon uiu'ndlich kloino (irtlsHon h<ih<‘r(*r iUul- 
Tiling gogeu dio vou niodrigoror ()rdnung. 

Dtmkou wir uns z\vi*i Holtdio Dofonnaiionon luudi oiuamlor 
auHgofrdirt, ho wordou naoh <lm* /.woiion <lit‘ (loordinaton dos 
Punkti^s m in dor drition lingo tlnroli Ansdritokt* von dor iMuan 
dargcstollt : 

;r" ” a\Y I r^//' | ^ 

if - ft\Y \ /i:,// I /lU', 
i vijf I 


(H) 
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§. 82 . 


und das Ergebiiiss kann aucli durch die einzige Deformation 
erreicht werden, die den Ausdrnck hat 

X CCi X — 0^2 y ”|~ ^3 

y' = / 5 l ^ ^2 y H“ ^3 

0'^ = ^2 y + 73 

wenn 

w'l =r 0«i «! 0 C 2 CCs 7i , 

062 ^^2 “|~ ^2 1^2 ~}™ ^3 72 ^tC. 

gesetzt ist, Yernachlassigt man aber anendlich kleine Grossen 
hbherer Ordnung, so wird 

OCi GCi — j— Ci\ 

CC2 CC2 *^2^ etc. 




und man sieht, dass man zu demselben Ergebnisse kommt, wenn 
man die beiden Deformationen in umgekehrter Ordnung aus- 
fiihrt. Man kann dies anwenden, urn eine gegebene Deformation 
ni mehrere einfachere zu zerlegen. 


§. 82 . 

D r e h u n g. 

Enter den linearen Deformationen ist als Specialfall die 
Bewegung eines starren Korpers enthalten. Denken wir uns 
namlich ein rechtwinkliges Coordinatensystem mit einem starren 
Korper in fester Verbindung, so dass es die Bewegungen des 
Korpers mitmachen muss^ so hat der Punkt m in Bezug auf 
dieses Coordinatensystem immer dieselben Coordinaten j/, 
Om also die Coordinaten x'^ y\ yon m nach eingetretener 
Verschiebung in dem urspriinglichen Coordinatensysteme zu 
finden, hat man die aus der analytischen Geometrie wohl be- 
kaniiten Formeln fur die rechtwinklige Coordinatentransformation 
anzuwenden, und es werden also x\ y\ durch die Formeln 
§. 81 ( 2 ) dargestellt, zwischen deren Coefficienten die Relationen 
bestehen ; 


= 1 , 

( 1 ) ^2 4 " 72 — 

+ rl = 1, 


^2 4 “ /^2 1^3 4 “ ^2 ^3 

4" ft ft 4- 

a.2 4“ ft ft 4~ 7i 7^ — 





Dinsn Dlninhungcu gtdinu 
liissigungtm in rolgoiuln iibrn* : 

ahi’r 

mil 

(leu (‘I’lauhteii \'cni:u'li 

rrrr 1 ^ 

Ih i 


0, 

ih ■ 1. 

r. I 

CA, 

t), 

ra u 

''<u 1 

iK 

- <1, 


uu(l wonn \\‘iv also 

■ lii ■ n h 

Ti - - 

~~ (i^ )■ 

sutzcu, Kii wordt'ii (lii* (Utdo.lnm^iMi, dit^ idiu! mu‘iullu*h kl»dii<‘ 
La^iMiilndio‘iin|^ riiios stnrron Kiirprrs aiisdriiclcpn, iinrh Si (2): 

.a' x - ri/ I q::, 

(2) //' jj -- p:: I r.r, 

^ I /^A 

Mini Icami dic^si^ I iiif^coiilndonmK nuii wiialcr in dnd jiartidlr 
*/orlof!;(ni , vou diouni din (diu?, lUt^ aus (2) orhalloii wird, wtnui 
Ilian If mid r ~ 0 sofc/.t, so (lari^fslolU, ist: 

./•' ™ j\ //' // pr.\ --- .r I }}jf. 

Din Ikulnuiun^i; dii‘snr parUtdlnii VcTSchinluuuj; isi, aos d-o* 
lioist.nlinndnn k'i^. ^17 /.ii (O'snluMi. Sin hnsiidil. (Uni pusilivnm p) 
ill niiuM' positiviai Dnduuifi; mil d(mi y 

unnndliidi klidmm Winknl jt urn dii‘ 

ri;-Axn. iiiuvA {‘iitsprnnliimdi* Dmltni- 
IniijL^ liabnii din bnidmi andmum t'om- 
pommtmi dtu’ Vnrsnhinbiuif!; , din in [ 

l)rnl!Uii|j;n)i mil dnn Winknln t/ mid r ^ 

urn di(‘- Ax(m // mid hnslnhmi. '![, 

Hni di‘r duridi (2) aiis^^i'driinkltm jj ' v' 

Dorormalinii wmabm alb* Puukln dnr ’ ^ 

diirnli di{» (Uniidiuu.unn 

(a) ./•;//:,;■ - - p : q : y 

dar^i*.sUdU(*n gnnuUm Linin in ihrnr urs])rungli(*htni Lagn bbdbnu. 
Din Iknvngting la^Htnld. also in (‘inm* Dridiiuig mn di(*Sf' gnrad<‘ 
[jiiiin ids Ax(‘» Wir snl'/nti 

(4) (0 - ]’yA' I 7 ''' I r- 

mil positivnin Voi‘zn.i(diim ilnr bbindralwur/nl uml bnstiinmnn tlin 
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positive Uichtain^^ der A\u hh, dass sit' niit dm rnnf.linateimxen 
(lie dureh die (ilt'ielauipji'a 

(5) /; : lOC.oHU, q n)ro.s/i, r iortis}» 

))Ostiniint(ni Winkid a, fi, )* t'inschliessl . 

Die Vi'rsehit'bun^, dii* (‘in rinikt j\ ij, . (‘rlittini hat, 

(‘rgiebl; si(‘.h iiuch (2) 

J) ■ \{ri} I (/^: rji {qx 

— ] {p'^ 1 7" \ r') {X' ' ji' » /A (/« /' 77 « 

Sctzcni mv 

(6) X q cos a, if t) vwsih II ensr, 

{) T ] j ' p - * \ 

SO ist luich (fi) und (0) 

px \ (/q j y.l’ u) n [n^sti I'itsn » «*ns/' c’uh^i) 

' (i) II rns H, 

woriii (^) dt'u Winkid /Avisclicu deiu Uaditis Vinitir ii nud tier 
Drcltuiif^saxc iMaltmU't, und I's (n’td‘d<t sitdi 

(7) D (0 (I siti H (.ji/, 

woim d don senkrcchtt'ii Atisland dt‘H PuuLt* s i/, von (h'r 
Drehungsaxo iKulouttd. Umninudi is! m tl^r uuoudlirli khmu* 
Winkol, nni den sicth das System gedndd hat» nml di«‘ lirelmni^ 
uin die Axe hat den positiveii Sinu* wir m:iii rikeimi, wmiu 
man die Ondmugsuxe mil dor x«Axe /tHnininmifallm lanx^t. 

S. Kb 

IM» li n tj n g. 

Wir wollen nnter finer Ih^lminu^ mm* .uU hr Indurmatum 
versteluni, htd der drei an! iditander m hiwinkligr Ilieh- 
timgfii luigeilndert gt'kliehen *.ind. t in »ane ^drlie llefonna- 
tioti uualytiscdi diir/.nst(dlf n , uehtiHm wir /juiHidiHf rin ^periflles 
Cooixlinati'iisystf in 7, dessmt dn-i \\»*u mit dm nls lUi- 
voriimUudic’h vorausgehft/.ten Ilirldnui*'*‘n /ns IIhiui 

golien di(‘ (iltdeliniigmi HL rJ} 

(0 s tf' p 7 


r 


woviu A • I, ' I, 1 ' I (li(‘ Zuualini(‘u dvv LiiugcnciuluHt 
in (Icn (Iroi Ax(Mirir.htun.!j;en uud also umaHllitdi klo-ino (Irdssi^n 
crster Onlnun^ sind. Nun kt*hrou \vir /u dtnn tirsjjriin^diclu'u 
Coordinatoiisystcnno. a’, 7/, zuriick und driickini dim Zusainiuon- 
han^^ i^wis(*.luni d<‘n (-oordinatou s und .i\ //, (lurch (li<* 

Fonmdii aus: 

X - • I u.^7/ I ^ ^ Ui.r 1 Z/j // I ri.:\ 

(2) I k,)i I // (/..r j h,i/ 

r — CiM r, l S' u.a' 1 j r,.:, 

und dorHtdln‘- ZuHanmunihanij; hnslidii y.Nviscluui dmi ( 'oordinat.cn 
x\ }j\ und llicrin dit* (k)id‘rudnnl('n n, h, r 

den IhMliiiKunii^i'n ITir di(^ oi'thnp)naln (’'Oordinalontraiistonnation 

[S. (0,l* 

Aus (I) und (2) fulj^t ahiu’ 

// A, A if 1 h.^^c ri I hyv^y 

- f’l A f I Cy ft r/ 1 

and daraus init Ihuiut/auij^^ (h^s '/:\V(dlnn Sysiiutu^H (2j 




.r' 

«./• 

1 Y'!l 

1 


(H) 


//' 


1 tin 

1 





fS'.r 


i r 


woriii 







r4 - 

~ 11 {X 

i «a';‘ ! 

II p\ 

«' 

Ill A ! 


(4) li 

h’X 

1 Hy i 


li' 

I'liiil i 


Y 

r«;. 

i ! 


r' 

(«,/), A 1 

1 tuji,iv. 

Ilieriu sind, 

ohwtilil 

ilif III 

, f>t, .. 

. ('iiilliclii 

1' (irfisHtui sind, 


a 

■ 1, li 

1, 

3' 1 

, li 



luu'iullicdi khdnn (iriJssiui nrsier ()rduun| 4 , dit*. fVir A /( v 1 
in Null iih('rf(elunh 

U(^r weHcnilit’.he rntiu’snh’ual der Korrnclu (.1) gop;(»uiihc*r dm 
all^unneimui Kuniidu $5. HI, (2) hesUdtI. dariti, dass hit^r dw an 
syrrinietriHc;li(‘n Stollou Htclunuleu (k)idVun(uilen a\ li\ y' jiaurwidsr 
gleicli sind, d. lu dor (loidVichuit von // in :r^ gloirh dmi von ./' 
in j/ \u K. f. 

Ks ini alx'r nocdi nacrlixuwcdstui ^ dans diest^ k'orm (hu* (#lt*i 
(5lnmg(‘n f8) geniigi, lun (dun roiiui Dnlinung aus/.ttdri'udcnu. Ihn 
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diesen Nachweis oline zu grosse Rechnuiig zu fiilu’eii, beimtzen 
■wir eine Function zweiten Grades; 

(5) f(x,y,s) — "H 2 K'yri + 2 P'sx -{- 2 y'xy, 

clurch die die Fonneln ( 3 ) so dargestellt werdeu kdmien: 

(6J a;' = \ f{x\ y' = \f{y\ s' = \f{s), 

wenn /'(«),/' ( 2 /), /'(^;) die Derivirten you f(x,y, 0 ) bedeuten. 

Wil’d nun durch ein Forinelsystein (2) irgend ein neues 
Coordinatensystem y, ^ eingefiUirt, so geht f (x, y, e) in eine 
ganz ahnliche Function liber: 

(7) /(^i2/.^) = 

und man erbiilt durch Differentiation dieser identischen Gleichung 
nacli y, S: 

(8) , v' = ^f'(v), = 

d. h. die cliarakteristische Form cler Ausdrllcke ( 3 ) gelit 
durch beliebige rechtwinklige Coordinatentransforma- 
tion nicht verloren. Nun kann man, wie aus der Theorie 
der Flachen zweiten Grades bekaiint ist, das Coordinatensystem 
ausnahmslos so bestimmen, dass 93(1,77, g) die Form erhalt: 

== 

(Man hat nnr die Hauptaxen der Flache zweiten Grades / = 1 
als Axen der |, 77, ^ zu wahlen) , und dadurch gehen die 
Formeln(8) geradezu in die Formelii(l) liber, die der Aiisdruck 
fiir eine Dehnung sind. 

Die Massenpunkte, die im ursprlinglichen Zustande in einer 
Kugel. mit dem Radius I liegen, also der Bedingung 

(9) _|_ ^2 _|_ ^ p 

genligen, erfiillen nach eingeti’etener Deformation ein Ellipsoid 



Die Volumina K und E dieser beiden Korper sind 






und folglich ist 


Oder mit den erlanbten Vernachlassignngen 

(11) d z=: (X — 1) _[~ (^ 1) ^ (i; _j_ ^ ^ 

Diese Grdsse, die das Verlialtniss der Volumenzunalime zuni 
urspriingliclien Volumen ausdriickt, wird die raumliche Dila- 
tation genannt. Nacli den ersten drei Gleichungen (4) erhalten 
wir dafur auch den Ausdruck 

( 12 ) ^ = + — 3 , 

der flir jedes beliebige Coordinatensystem gilt. 

§. 84. 

Die allgemeiiie infinitesimale lineare Deformation. 

Die allgemeine infinitesimale lineare Deformation, die wir, 
wie in 81, durch die Formeln ausdriicken: 

I X* — a-^x -{- a^y 

f (1) y' — 

= ri ^ + ^2 2/ + ^3 

lasst sicli nun immer darstellen als das Ergebniss der Zusammen- 
setzAing einer Drelmng mit einer Dehnung. Sind diese beiden 
letzten in der Form angenoramen: 





— 

X — ry 

gs, 

( 2 ) 




y — + 

ra;, 




= 

^ — grc 4 ~ 

py, 




x' — 

o(,x y^y 


( 3 ) 



y' = 

yx-^ I5y 

~ 1 ~ 




0 ' = 

fi'x (yJ y 

+ V 

SO ergiebt 

sicb 

aus 

ilinen 

nacb der 

durch §. 81, (4) ausge- 

driickten Eegel 

der Ziisammensetziing 

die Deformation (1), wenn 

wir setzen : 







= 

=: 06, 

(h = 

= a' — p, 

^2 = os' -f- 

(4; 


= /3, 

Vi - 

1 

n 

ccj = j3' -j- g. 


}'3 - 


062 = 

= y' — 

+ 

>> 

11 
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und daraus 

p = l; (r2 — ft), 2 = ^ («;i —n), ^ (ft — 0C2), 

(0) ^ 

«' = 2 + ^3)^ ~ 2 K +^1)5 

und da bei der Rotation (2) eine Volumanderung nicht eintritt, 
so ist auch bier die raumliche Dilatation 

(6) ^ = « + ^ + y 3 = «, + + ^3 - 3, 

d. h. gleicli der Summe der urn 1 verminderten Diagonalcoeffi- 
cienten i). 


Vergl. Diricblet, Untersuchungen uber ein Problem der Hydro- 
dynamik, §. 3. Diricblet’s AVerke, Bd. 2, S. 277. 


Zi'.li n tt'.r A 1 ) schni It 


V 0 0 1 0 r 0 n. 


S. 

Folder, Skalaro luul V tor luj. 

Dio Physik hat c'S niolit mir mil. tloni abHolutou Uauim^ di‘r 
(ioomotrio m thuii, Koiulorn mil dom mit Mato’it* orlTilHa'u llaunus 
od(U’, allgo.moiiun* '/u rtnlon, mit (*iiio.m Hamuo, d(mi in jt‘d(‘tii 
Punkto gowisst^ FigoiiH(diarton zukonuuiUL Fin hognm/.lcu* otim’ 
ii]d)o.gr(mztoi‘ Haiun, dor iu jiul(Mn HoiiuM' lhnikl(\ diu- I't'ilgor iouor 
wold dollnirion Kigioiscdmft Lsi, luuHst idu Fold, Sci Hpimdit luati 
von oimnn Tnni])(‘.ra.(.urr(ddt^ , {'iiu*m (Ic^.sohwincligkodshddo. , idnom 
Kraftioldo ii. h* f., und hat daboi auoh Uohiu Sohwii’vigkoit, 
anzunohmori, daHB nit'-h nudiroro Ftddi'.r vi^ratddiMlomn' (nli'r auoh 
dorHolhon Qualitilt ilhordtu'.kon , d. li, gloiidizoitig dtuiHollnm goo- 
moti’iHohon Uiuim oimudimoii, 

Dio Qualitiltoii, di('. zur Dtdlniliou oinos Fiddon tliiuum, kdnmm 
von zwoii‘.rlei Art Htnm Im I'infarliKton Fnlh^ ist oh oiuo IiIohho 
OrtHfiuiction, die nioli von Punki zu Pmdet, nUMig (ulor uuHlotig, 
iindort, a.uch iu oiiunn lbtiuuHtuoIc(‘ ooiiHtant nmi kanm wi<* otwa 
die Tomporaiur, dit‘. Dicditigkoit, dio (lon(‘(’ntra.(ion oinor Ddnung, 
imd viiihm Audor(‘. Solo.ho OrtHluindionou W(U‘don Skalarc* cuhu’ 
Hkala.ro (JrilHHon uiul die', (‘nisproohoiulon Ftdilcn* Hkalnrc^ 
F('ddo,r gonannt 

Dio KigeniHohaft dos Fe'ldos kuim alum auoh oiuo OriHrmndiem 
s(‘in, mit dor in jodt'iu Puidito viuv ho.siinmitc’ l{ii‘hiuiig vor- 
humhm int Sololu'. FigouHohaflou lunnson V(M’, torimi ndi*r 
V oo-torgroHKeui. Duhin gohiirou aln ornto BeuHpiolo 1 h^sohwindig- 
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Zobutor Al)achuitt. 





keiten uiid Kriifte. In joder Vcctorgrcisao isi; cino sknlart' (irdsso 
enthalten, niiinlich (d)eii die Ortsfanetion, di(^ in.*in erhiilt, wenii 
man vnn d(‘r Riehtung absielit. 

Dioaer Skahir wird die absolute (Irtisst^ odiu* dev 'rinisov 
dea Vectors geiiannt, oder aucli, wetiu voii der (iesjuiuiitluut der 
Runkte ciiies Feldea die Redt'. iat, die Felds til rke. 

Die zu dem Vector gcdiiirige Riehtung luuuu'n wir auek di{' 
V e e t o r a X c. 


Zur Veranachauliebung donke luini sieh den in einmu Punkle 
vorhandenon Vector diireh eine Streeki\ diirg(‘sttdlt, dit'. in iUw 
Riehtung des Vectors aufgetragcm ist und eiin^ deni 'ronsor 
gleiclic (odor proportioiial(‘) Liinge hat. Fs goht dann diireli 
jeden Punkt einea Vectorfoldt's gt'.riehU'ti^ und lu‘gren*/.t(‘. 

Strecke, die ein Bild der Viudovgriiast^ ist, ab(‘V amdi selhsUimlig 
als Veetorgrdsae betrachtet werdtm knun. Wir bezeiidnnm dii'so 
so deiinirten Htreekon in dim Folgi^ glei(‘.h(a,lls als Via’lin^nu 

Fin unter alien Ihnatilndim getr(‘in‘s Rild (due's Veetorleldes, 
das zngleieh eine der mchtigsteu Anw('ndung(‘n di(^ses Begriiri'S 
biotet, crhillt man, \v(mn ma,n sieh, wie iiu vorigi'u Aliselmitii', 
einen Raum mit einer Ma-torio erfilllt denkt, dc'Ven Tln'ih', lu*« 
weglicdi aind, etwa Avie bid ehu'r Fliissigkeit, (dut'r zilhi'ii 
Masse odor ednem elastiacdien luiriier. 1 st dii'se Maturity in lh‘- 
wegung, 80 kommt in einem beHtimmten Augi'idjliidce jt'di'iu ilirer 
runkte eiuo nae-b Rielitung und (Irdssi? bi'stinunli' (b'sehwindig- 
keit m. Oft ist ea aber zweckniiissigcu’, nieJit sowohl die 0 (‘" 
acliwindigkoit selliat, ala dim voii idnom Punkli' d('r angi'iioni- 
inonen Materie in eineiu ninmdlicb kh'iin'U Zi'iiehmn'nit' dl 
diirebbtureneu, als gcradlinig zii b(d.rachtenden, uuendlieh khdium 
Weg ala Dild dea Vectors /ai bitrac.liUm. Wir widbm dicsen 
Vector kurz die Verriickung ni'.nnim. Sidui' almolnU' (IWisse 
ist zwar unendlicli klein, stidit abi'V zu di'r willkiirticli angcuoia- 
menen unendlicli klidium Zeit dt in (*humi (mdlicln'u V(*rh;iU~ 


nissc. 


Zur nezeichnung von \’’eetoren bedimu'n wir uns vorzugs- 
woise dor Ducbatalien des grossen dt'utsclien AljdialMds. 

Fin Vector % bat in jetUmi I’unkte (due hi'.stiiumli' Rich- 
tung X and bildet also mit irgi'iid {‘iin*r ainb'nm Riidilimg I 
eimm bc-stinuiiten Winkel, di*r zwisclu'n d” and ls(r> gidegim ist. 
Dio reclitwiiiklig(‘, Rroji'ction von '•X anf / Indsst dii^ (bnupn- 
n (ill to des Vectors naiili di'.r Uiebtung /. Ist A der 
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§• 85. Felder, Skalare und Vectoren. 

Tensor von 91 und (I, X) der Winkel der beiden Richtungen Z, ^ 
so ist 

(1) Ai = A cos(Z, V) 

das Maass far diese Projection, das also positiv oder negativ ist, 
je naclidem der Winkel (Z, 1) spitz oder stumpf ist. 

Die Punkte eines Feldes werden analytiscli durcli ihre auf 
ein rechtwinkliges Axensystem bezogenen Coordinaten rr, y, z be- 
stimmt. 

Ein Vector 91 ist vollstandig bestimmt, wenn seine Compo- 
nenten nach den drei Coordinatenaxen gegeben sind. Sind diese 
Componenten JL^., Ay^ A^, so ist 

(2) A = iAl + + Ai 

der Tensor, und 

(3) co&iX,x) = ^, cos(A,2/) = ^, cos(A,^) = ^^ 

sind die Riclitungscosinusse des Vectors, und nach (1) ist 

(4) Ai = Ax cos (Z, cc) -I- Ay cos (Z, y) Ag cos (Z, ^). 

Bei einer Parallelverschiebung des Coordinatensystems bleiben 
die Vectorcomponenten uiigeandert. Dreht man aber das Goordi- 
natensystem mit Festhaltung des Anfangspunktes, so hangen die 
neuen Vectorcomponenten mit den alten durch dieselben Formeln 
zusammen, wie die neuen Coordinaten eines beliebigen Punktes 
mit den alten. 

Die Resultants zweier von einem Punkte auslaufenden 
Vectoren 91, 25 ist nach Crosse und Richtung die Diagonals 6 
des aus 91 und 23 zu construirenden Parallelogramms, und ebenso 
kann man die Resultants von drei und mehr Vectoren bilden. 
Jeder Vector ist die Resultante seiner drei Componenten. 

Sind Ax^ Ay^ Az und Bz die Componenten von 91 

und 23, so sind nach dieser Definition 

(5) Ax -j- Bx^ Ay ~j- -By, Ag “j- Bz 

die Componenten der Resultante von 91 und 23. Man nennt 
diese Resultante 6 von 91 und 23 auch die Sum me der beiden 
Vectoren und setzt in symbolischer Bezeichnung 

(6) g = 91 -f 23. 

Die Bedeutung einer Summe aus mehr als zwei Vectoren ist 

Biemann-Wober, Partiello Differentialgleicbungen. 
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hiernach von selbst klar, unci man sieht, class cliese Summe von 
der Reihenfolge der Summanden unabkangig ist. 

Wenn die Axe eines Vectors 51 nngeandert bleibt, sein Ten- 
sor A aber in verwanclelt wird, woinn q irgend eine positive 
Function des Ortes sein kann, so entsteht ein neuer Vector, der 
mit bezeicbnet wird. XJnter — verstehen wir einen Vector, 
der clenselben Tensor, aber entgegengesetzte Riclitimg wie 51 liat. 

Ein Vector, dessen absolute Grdsse gleich Null ist, hat keine 
bestimmte Richtung. Ein solcher Vector ist die Resultants zweier 
gleicher und entgegengesetzter Vectoren, 91 — 21, und wird mit 0 
bezeichnet- 


§. 86 . 

Darstellung eines Vectors durcli eine lineare 
infinitesimale Deformation. 

Wir veranschaulichen nun die in der Vectortheorie auf- 
tretenden Grdsseii durch die schon im vorigen Paragraphen er- 
wahnten Verriickungen einer Materie. Wir setzen dabei aber 
jetzt die Vectorcomponenten als stetige und diflerentiirbare 
Functionen der Coordinaten cc^ y, ^ eines Feldpiinktes voraus. 

Wir verstehen unter der Umgebung eines Feldpiinktes m 
den Inbegriff aller Punkte deren Entfernung von m eine un- 
endlich kleine Grosse s nicht iibersteigt, wobei jedoch s als vollig 
unabhangig von der unendlich kleinen Zeitgrosse dt zu betrachten 
ist. Wir setzen von beiden Grossen voraus, dass die hoheren 
Potenzen gegen die niedrigeren vernachlassigt werden diirfen, 
nehmen aber keinerlei bestimmtes Verhaltniss zwischen s und 
dt an. 

Ist 91 ein Geschwindigkeitsvector, so gehen durch die Ver- 
riickung im Zeitelemente dt alle Punkte der Umgebung von m in 
eine neue Lage iiber, und es ergiebt sich leicht, dass diese Ver- 
anderung eine lineare infinitesimale Deformation ist, 
wie wir sie im neunten Abschnitte betrachtet haben. 

Sind namlich 0 die Coordinaten des Punktes m und 
X dx, y dy ^ 0 -\- d 0 die des Punktes m' vor der Ver- 
rlickung, so sind dx^ dy^ dz die relativen Coordinaten von m* in 
Bezug auf m. Setzen wir dann zur Abkiirzung, wenn 9 ? eine 
stetige Function der Coordinaten ist 


Curl uiul IMvrrgeiiz eincs Voettu'H. 


§. H7. 


21 1 


^ * ():v ’ c// ' ().: ’ 

uiul bozoiclmou wie frUhor nut. ^1.,., ^4,/, .4, dio (iompononten vou 
;H, so siiid iiacli dor Vorriicdcuiifi? tlio G()()r(linut(’.u 

vou m: von ;///: 

X -| J..,r t • I {A^t: I (I A,c) 

y \ Ay (It, y I ily | ■(/^^, | (lAy)(l(, 

z + <iti 1 ' I •‘'^A (It. 

Wcnu also mich ('.inpjcdn'.tcMuu* Vorrilokiuifj; dii' ludalivcui Ooordi- 
laiton von in Hozu^ auf w niit {l\(\ d! y, d' z Ix'xoicluud. wi‘i*d(‘n, 


so ergitd)t sicdi 
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rormatiori ! 

[wio 

-jrr. 

CO 

, 0)1 

dar, 

\v(‘nn 






1 i 


«a 


d vl.r 

dy 

d(, 

A . 

«:i - 

dl, 




r a; 




(>Z 


0*) 

li, r- 


< X 


1 

1 ^ V 

' dy 

dl. 

II, . - 

dU 


Vi " ■ 


f//. 

r-i 


(■ A, 

( 11 , 

, r ' A 
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f'-y 
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gosotzt wird. Diost* Dofonriation liisst si(di nun wio. obtMj in zwtd 
partiollo DofornnvtiomMi Z(*.rlt'g(ni, di(^ wir j(d.'/t. inir/.(dii m bi*- 
tniobton babon. Zuniltdist ain't ist. notdi m lH‘nu*rkon, dasH dio 
Na.tur dic^sor Dcdonnation, von dvni willkiirlitdinii oonstard-tni 
Factor <11 abgoHeluni, diu‘<4i den nrsprilnglioh gt'gt'bonon V(icU»r 
voUstilndig bostuinut ist nnd in koinur Woist' von den* 
doH Goordiiuitcnisystonm abhilngon kanu. 


S‘ 

Our I und Oi vo, rgc'n/, (’in oh V(* it tots. 

Fasscni wit, wi(‘ itn vorigcni Paragrapben go'xoigt ist, (dnetu 
Vector ?[ als (b'Kcliwindigkidt nuf, ho kfiiuicni wit aus ilun in 
vtUlig oindeutigitr Weiso, und obne Ibuiut/auig dos OootdinnP'n- 
systems, diuni xwoiti'u Vendor abb'ittn, wonn wit in jcubnn 
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ruiiktc (lie nrehuuiA'siixc^ (li‘r liuouroii Dofonniilion ;ils Vo(.*,t()raxi‘ 
iiGlmien imtl nJs 'IViisor i‘inn (lr()Hsc, dio tUuti Drahuiii^swinki'l 
glcu‘Ji ()(l(*r pnijKirtionul isi. Wir wollon ilm doiu I)()p|K‘.ll,(‘u 

{]{\v Drtduin^s^'oschwiudigkini. sid'.ziui und d(Ui so dcdhiirtiMi Vihv 
tor (V luit dos iui^lis(duni Ausdnuda^s dou (hiri d(‘s 

Vooi.ors IH iionu(‘u: 

(Ij a (‘url VI. 

I)i‘r Curl isi hicrnarli uiuihhiin^'ip^ vom (k)or(liniit(*nsyst(Mno 
(‘rklilrt, WtMUi abor .1.,., **1^/, .1, dit‘ Couipononltoi von \H sind, 
so cu’hillt uiau iur dit' ( 'oiupoiuniton von naoli 84 (5) 


f - » / 


<'!f 

<' 

(A, 

t-A 

r 

f ,r 

r J j, 

rid,. 

{ 

f II 


Aussor dor Dnduuif? isi in dm* don ViM'ior \H darsUdboulon 
liiioaron DoCornnitioti iiocdi oiu ‘/wtdtm* Boslaiultludl ('.nllinltcni, 
niimli(5!i oiiio Dtdinun^S tlio nnrb don Fonuolu Q\) dos vori^^cni 
Paragrapluni und nach loiohi hi^siiinmt wt‘rd(ni kann. Hit' 
rauiiilioho Dilatation dii’sov I)tdt)rinaiion ist duro.h VI viUlitj; 
l)OHtiinmt(‘ , vom (’oiu’dinattnisysiinno unabliiin|j?i|j:(^ s k a 1 a r o 
(1 rosso, dio wir di(» Diviir^^onz dos Vtjotor.s \H noniuun Sio 
hat dim iblgtmdon Atisilnndv 

(;t) (liv A 1 ' j ' . 

Dio Divtu’giui/. d(^H C'urlos v(ni % isl, wi(* dit* 
Form (‘In (2) ztngiMi, ini in or gltDo, li Null. 


88 . 

D(*r Cradiont (‘inos Skalars. 

Wir l)(*traoliton joi'/t (»in skularim Fold, und t‘H s(‘i H div das 
Fold iK'.HtiTnnumdo ()rtH(un(’tiotn dit^ wir als stidig und diUdnoiiiir- 
bar vorauaH(»i;<(‘n. Wir zitdion von (*inom Piinkto nt d(‘s F<*ldoH 
au8 oino gC‘rado Linit^ A in f‘inor holi(d}igc*n IU(diiung und ljf» 
zoicliuon init s don Almtand oint'H Duuki(*H nd auf dii’sin* Linio 


§. 8B. 


l)(jr Gradient einoH Bkalarn. 


\V) 


ynn m, Untor doiu Gofillln von N in dor Ivi(‘.ht L vor-^ 
sGduni wir danii dcii ( Jronxwtn'tli dos Vt‘rliiLltiiiss(*s (/S’ — 
wouii sicli m' dom PunkG*. m uiu'iidlio.li anniihi'.rt Diosor (xronz- 
wertli ist ^di'icdi doiu l)iHo.r('nU;il({nolitnd;on —(IS/ds^ wonn wir 
S nls Fiiiic^tion dor Varin-bli'n s a-ulTasson, 

(Inter dcm (((‘(‘iLllo d(‘r KuntG.ion N se.hleehtwog, oliiio. 
Angabe oiner V('rn(adu‘u wir <lo.n {j:r(>sslon luiGn' alien 

WertluMi, die das Gel;Ul(‘. in dim vtyn in a,usla.ufond(m lUiditungen 
hat; und da. di('sos ^riissb* (bdii.lb^ in (uiun’ bosiininiton Kicih- 
tim^ stal.t{ind('.n wiial, so ktinmni wir dii\s(‘ lUidituuji; ymv Ak(‘. 
eines Vee.tors nuie.ben, dein wir das ^q’dsstt', (ierillb'. stdbst als 
Tcnisor ^j^elani. 

Dieseu Vector W mninea wir dtui (i rad i (ui t(‘ n yon S iind 
bezeiclm(*n ihn mil. 


(1) (\i ' ’ grad /S'. 

Diose Dolinition dtus (iradienttni ist wiodoruni von dmn Ooordi- 
nateusysteine vtillig luiabhilugig. Zn stnnm* Darstellung W(niden 
wir al)or ein CoordiiiattmsysUnn an, Ks seicni (i, y die Winkol, 
die dit‘ Hi(‘,htung /j mii dtni C»oordina.t(ma.X(ni bildot. Dann isl 


(^) 


f ' /S r /S I ^ i i ^ ' 

' - ‘ " - e.os « eoH /i ' (a)si'. 

f ■ s } ,r { 1 / t - 


Wir nebinen an, dass die l)iHorentiab|not.U‘nle.n e S 
oS/Yn/, ('/S'/dx? nielli alio ilnn verse.bwindeii, and set/e.n 



d/S _ 

- G' eosn, 

( S 

( t (M1H d, ^ ’ 


f)./’ 


^ n 

( .* 

\ 

(4) 


<> -y 

i 

C'l ' c')' 


f .i\ 


Dann sind ft, h, c die, Witdvol, dic^ tdiii^ gewisse Hiiditung mil. 
den Axcm //, <nnscldi(‘.HHi, und wcnin wir niit ('*) den Winked 
zwisehen (hm beitbni Uiehtungen A und A„ tKW.tde.lunni, stj ist. 
nae.h (2) 

(5) ^ ^ (h)^ 


Man siolit hierauB, dasH die lliehtungon, in denan das (ie« 
fallo eiiuui eoiiHlanten Werib bat, (unen Kreiskegal mil d<‘r 
Axe Lq erfiillen, und das MaxunalgidllUe (} filllt in ilie. Hiide 
tung Lq. Demnacdi Bind 
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Zt'.liuti'i' AliHi'liiiil t.. 


S- 


(I., - 


( 6 ) 




fu 


(L -- 


fjS 
(' J' ’ 

cN 

f'p' 

rS 

( fm 


(lie Compoiuiuton doH Ve.c^tors di mid die ('.riissc (i int der 
Tensor dieses Vectors. 

Das Quadrat von (1, also die (Irdsse 


(7) 


(IHS) 


m-' c ^)’ ' c ') ■ 


ist vom CoordinutoimyHtonu' uiiabhiingig. IHo (f Hi'lhsl 

heisst imch Lairu* dor orsto IH ffr ran t i a 1 pu ram o t or 
von S' i). 

Die (rloichungoii (0) zoigau naoh 87 (2), dass iliw Cnv\ 
dos Vectors W vorscli windot. 

Ks ist fornor 

. S t'^S 

(S') div W “• I 

imd woiin wir also das Zoiohon g(d)rmudu‘n 

. , f - S , 0“ S , t S 

( 9 ) A S — ,, 

so folgt 

(10) div gradS ™ A S. 

Dio (JrbsHo AS, dio auch dor y.wtuto DitTmMitial para- 
meter von S lunsst, spiolt in dor inathoinatiHolion Physik oino 
wiohtige Hollo. Sio ist, win aun dor Dolinitinu horvurgoht^ vmi 
(loru (JoordimitonsyHtomo gilm^lioh unahhiingigs was nirh am^li 
diirch U(5cluiung loicht bostatigon lilsst, 

Dio Punkto, in doiioii <‘iu Skular S oinou onuHtuntm Worth 
hat, orlTillon, wemi wir von oinzednon Punkitm tioN Masimtuns 
odor Minimums, in donon dio droi Dillorontialf}uotiimton ((1) alio 
drei versclnvimhm, ahstdion, gowisso Fliiolnm, dio man Nivouu»» 
flfichon nount. Aondert man don otmsianton W(«rth vnn S', ho 
erhalt man oino Schaar vnn NivinuUliudion, tlotam rnlhngniialo 


Tjarno, ntir rolaHlioilD mul Lornnn ntir Ion oijnrdMniH'rK 

ciirviligneK. 


81 ), 


(1 au KH’sdhor iiiul 8tn kos^Hciier liitcgralsatz, 
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Trajectorien die (Uirvou stilrkstea Gofillles sind. Die Taugeiitcu 
dieser Curveii stiirksteu Gcriillos gebou iibcrall die Riclitmig des 
Vectors an, 

Dtnui nac’.h bokaniiton Satz(ui diu’ aiuilytischen Geomotrio 
siiid die durcli (b) bi‘Stinunt(ui Griisseu G’.,., GS,, proportional 
init den lUebtungseosiuussen derNonnale an die Kliudie /S'— const 


§. SI), 

Der (lauHs’sche nnd der Stokos’sedie Integralsatz. 


Wir babeii iiu ninfton AbscUnitto zwei Hiitzt*. iib(\r ranmliclie 
integrale und Kliu^bcnintegralo al)gel(‘.itet, die ibren (uufacdisteu 
Ausdruek erst in dor Spraclu'. der Veetorgooinetrio linden. Ilier- 
lu'r goluirt zuniichst dor Gauss’scdie Integralsatz: 

W'enn dt oin Kloinent den begrinizton Uamnos x ist und do 
<‘in Kleiucnt soiinn* Oberdiiclu^ wenn ferner n dio nach innon 
gcriclitote Normak^ dieser Olandliicdie ist, und X, Y, Z drin iin 
ganztni Raume std.igti Kuuetiouen des Ortos sind, so ist nacli 
S. dl> (7) 


X(‘os()/,.r) 1 I'eosfa,//) | Z VA)H(n,;j)\ <i o. 

Wenn nun bitu’iu liir X, )\ Z die ()()in})()!U‘.nL(ni oin(‘s 
Voeiors gestdat werdon, (b'sstui nacli d(*r Richfcung n go- 
iinunntnio Cloinpononlo ist, so nimint dioscu' Sjitz nach 4^. 85, 
(4) und §. H7, (3) die {uulaclH' (lestalt an: 

I. j div VI d X ~ I A^^d 0 . 



r X 

( X 


< y 
('!/ 


I- • f) 


In di(‘S(‘r Form ('rsedudnt dm* (Duiss’se-lio 8atz in eiiier 
giiuzliidi vein (loordinatensysbune unabhilngigen Kornu 

A(*.hiiHch verhiilt os sieh niit doin Satzc' von Htokos §.40,(10) 


lie 
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)(;<.s(r..r) I ' f I'C a; i) O'’ “) 

— I yd i/ 1- /^(U). 
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d o 


DicHor Hatz Imziclit, sicli aul' «iu bogrciiztos Stiick oilier 
kriimmcn OlicTlliicho, doron Kloiiiout do isfc; <lx, dy, ds Hind dio 


2 U> 


Zeluiier AbHcJnii tt. 


S- !» 0 . 

Projectionon (4iu*s Kh^moutos Us dt'r neKn'n/.uni4:s«’urv<' (h'.s MilclK'n- 
stilckos, (Icl)(u- (lio dabci in Botraoht konumaidrii ^ilt 

die Bestinuimnj^, dass dan Kdeineut r/s, di<’ vnii Us in ilas Inneru 
dor Flii(‘.he g(do[>;te Normalc dn nnd dit' auf Iuddt*u Hcnkrrc.litn 
Uiehtuiif>' (Iv in dor Ucihoidblgo (ds, (/ /i, </ r) eiu iii*ehUsysiem 
l)ild(uu Worm mm wieden* .X, )\ X die i'tiiupontnil.pn nines 
Vectors siud, so atolit unter dem Kaiidinte^rah^ das Fbnneid; 

und die Gruseeu ^ 


(J.. 0. 


^ * siiul tlie ('nniponindtni 

d !/ r- 

y, Og des Curls K von \H; also ist der Factor von do die 
Ooinpouonte Cv diciscs (kirls und wir halnui tlen Si okins scJieii 
Satz in der Ibl^endeii, vein (k)ordiuati‘nsystemt‘ uualdulu^ip^eu 
Form : 


II. 


(\. do 


Agds. 


wobci die positive Ri(*,htun|j!; von v, die positive Uiehtuui^ von s 
und die llic/htung vein Ibuidi^ iiindi ininm tun Ueehtssysltun bihhai. 
Man kauii also (d;wa (li(' p(*sitive Kichtung von v an irgend 

oiuem Pmikto dei* Fliudn^ willkiirlieh amuduueii luui datni auf 
dor ganztMi Flilc.ho nacli (ler Stetigktdt iinderu. danu ist. durch 
(Uese Kegel di(i ]) 08 itive llit^htung von s an jetler StelU* des 

Uandoa eindeutig b(‘Htinnnl, aindi wenn die Handeurvi* nus 

nudireren Stuckem liesttdil. Wcuui aber die I‘'lii(die selbsi aus 

naolireren gotnuintiui 'riunlou l)i‘HUdd., so kann in jedeni vou 
ihnen di(‘. positive Ric.litung von v bediebig augi'iionumui weribni. 

Bei eimn* einfac.h lunrandeten Fliicht^ kann man dtui Sinn 
d{‘r Integration uueli. dudiireli ang(d)en, dass edne rorLHtdireit(*nde 
Bo\vt‘giiug liLngs v lunRgbdcdizc.itigj^ Dndmng in «ler Uiehtuug d.s* 
tune R e c. h t s H c, h r a u b ii n g ist. 


!Kl 


A usd ruck des Curls in eintMii beUtC)igi»n 
C’o 0 r (I i naitui sy st tMiie. 

Der Stokos’stdie Satz ITdirt zu tuner eiufutdnui Darsttdlung 
dor Oonipononten dt^s Curls in tdnein krumndinigen C't>orilinaltui- 
systeme, das wir der Kinfatdiliciit luilbt*r <n*thcjgonnl amuduntui 
wollon. Fa aei p, r also tun btditd)igi^s krtnnmliuiges, aber 


00 . 


Transforinatiou der (JoordinatiMi. 
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orthogoiuiles Coordinatonsystem nnd 

( 1 ) (is- ” (ul -| (f(hp vf^dr'^ 

das Quadrat dos Liuiciudiuuontos ‘IT), Wir ntduuou an, dass 
die liichtung der waclisendeii (y r oin Ivoclitssystcuu hildeti; 
]/odp^ id dq, i(d dr siud die Projiud.ioneu d(‘s Kleuuuitos ds auf 
die iUchtungcn (p r. 

Es ist daiiti, wtuiii Ap^ yl,.i yl« die ('oni[)om*.nt(Ui des 
Vectors uach d(ui Ri(’.htung(‘.n q, r, e!s hiule.uteii, uaeli 
§. 37 (0): 

(2) yl^, ie dp ■ | A,j yd d q | Ar yV’" d r 

rr- /I (Is (*.08 (yl, (i.S‘) rrr: A,^ (/ S. 


Wir ludiiuen iitin dp rrr 0 an, It^gen also das Edomiuit ds in die 
Elilclio (r/,r) und greir/cui in dioMcu* Elile.lu^ dure.li oiiu^ g(‘Hehloss('iu‘ 
(hirve s irgcud ein ladiidugcs I'diudienstiiek ab. Daun tu*gi(d)t 
sic^li nadi (2) init Hemitzimg von 40 (2), we.nn die*. Intt^graliou 
ilber di(3SGs FliledunistiU^k und H(‘in(^ li(’greii/aing (‘rstreekt wird: 






und das letzO^ Ua-ndintegral isi iiaeli dein S to kes’Htduui Sai/.e, 
wonu (Jp die GoiupoinniU^ von (uirl 'il in der Hie.litnng /j laalmitet, 
naeh 80, IL gloieb 


(4) 



d 0 


y77 dq d r. 


Da di(j Elileli{uiintegral(» (3), (4) fiir jedes btdicdiigt* Eliicliuu- 
stuck geltcn, so folgt, w('nn man diomdl)(‘. Htdraehlurig ITir die 
(>% p)^ (]p r/)-Elii(*dien dnrehfiihrt: 


(1 

1 


>' V A, A 



\ r II 

r r ) 

e, 

1 

VV^;' 

(0 ^ f ’ A„ 

\ H r 

n /) J 


1 

(0 V' «' A., 

V \c ,'1„ \ 



V p 

( r J 


ZoUiitCiV Abstsli nitt. 
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S' in. 


§• i'l- 

Stronilinion nud WirhollinitMi. 

1st eiu Vector in oiiiGin Fcldo, so i‘rluilt('n wir, wcnm wir, 
YOU oinem boliobigen Punkto in ausgchciub in (bn* Vtud.orrit'htuiig 
m eiucm mioudlicli bonachbiirttm Punktc^ m' iiborgcluni und von 
bier aiis dieso Construction lbrts{d;zon, oino ('urvts und \V(*nn wir 
den Ausgangvspunkt m voriliubu'n, so (»rgud)t sich (*ino doppolt 
iinendliche Curvcnsclnuir ini Kaiunc, die unulyfcisch (lurch dio 
Differontialgloiclmiigen 

ci 0 [> « d ?y I (t ri"'" /hi' * /ij/ * ^ 

liestimmt ist. Diesc (hirvoii wollen wir Stromliniou luuuien, 
wcil sie in jedom ihrer Ihndcto dit^ Uicditiuig ibn* HtWiniung an- 
gebon, wenn wir uns dini V(*c.tor diindi (Uiu* in Ih'wcguug hcv 
griftone Flussigkcit darstolbui. Ks b('/Jolum sich in diornuu Kalb‘ 
diese Curvcu nuv aur oiuou l)(‘stinunt(’U Zt'itinouuuit. liu AU- 
gemoinen wcrdcui sio niit (bu* Ztdt vc.riiiub'rlich statu 

Es sei nun d luno b(‘stinnnttt you diostai Stnmdiuitni, auf 
der wir dio Jdingo s von (dnotn ladioltigcui Ihndvtc ans in dtu* 
jowoiligon lUclitung dcr Voctoraxc positiv Kilhlon. Wir b‘gcu in 
jodem Piinkto dicatu* lanht tan uiumdlich kbancs Miichtaudtantail 
do Honkrccht m dor Tangonto an d in diostan Punklt*, also aiich 
senkrccht m dean Curvontdoinentt'- ds. 

Logon wir durch alio Ihinklo oinos (li(‘st‘r Hbanonto do^ 
dio zugchtirigen Stroinlinitat, so wta*tbai sich diosi* alio in 
ibroin woitoron Vorlaub'. nur uucndlitdi wenig von d tatUbrntaj, 
und os wordou sich auc,h ktain? zwta von ihncii dnrchsclinoitbai^ 
so hingo wonigstens A, iaidlit‘li und tticht. alb* dna 

glcich Null Bind, Dicmt Curvoti Inldtai in ihrta* (it‘suinmlinat. 
(uncu Stroml'adon. Don Q,u(a’Hcdinitt oitios Stnanfaduus^ dcr 
dean Stroinfadon caitlang voriln(Ua*lich Hcin kutnu bi'zciclintai wir 
mit (j. 

Wonden wir auf cun zwiscluui mnl s. vtadaubanlcs luul 
durch dio boidtui Querscduulto rj. begronzb-H Sliick unsta'cs 
SiromladciiK don ( J auss'stdicn Intogralsatz s!l, 1.) an, so (a*- 
giobt sich, wtuin Sj * ist, da an (ha* iinssta'tai Hegreu/uug dfs 
h adens 0, an don kaullhbdnui //j, f/j tins Failtats *1„ ghach 

/li und — A 2 und dt (((In ist: 


Stromlinioii uiul WIrbolUnien, 


211) 


j ffds (liv'Jl ~ /l.ji'/o — /Ij 


III mail iiur ciii lUKMullic.h kurz(‘s Hiiiok dos Strom fadciiH 


t: 


(iiv« 


I il A ({ 
(J (I s 


cm b(^HOiulo,roii KalU‘, in dimi 
tliv'X ™ 0 

;il)t sich luoraus, tlasH A(i liluga I'.inus StromfjulmiH c.on- 
^ unil iluHB sick alao dor kUu'rHidiniit q uuigokidirl iiro- 
L mit dom 'roimor A iludort. In diosoni Kallt'. kclhidt't. 
Carl (v oinos jiMlon Voi’torn '‘JL Kinon fur lUm Vector (' 
'ton Stromfadon nimnon wir oirion Wirbclfaah'u (uacli 
l)a.s Ik’qduct (Uf lunHKt das Moment don Wirixil-* 
Kh liat liingH dcs ganr/un Wirl)clfa,doiiH oinoii un- 
;udi(dion Worth. 

rtm wir xai don Stromnidmi /uriick und bozoic.lmou mil 
)i(ditigkcit dor KliiaBigkoit, duro.li dmam Striiinnng wir 
tor dar.sUdbm, di(* aurh oino Knnriioii dos Orton .man 
0 ist (ji>A die MiiHHigkoitstnongo, die duroli dmi Q.uor- 
(( (dn(‘s Stromfadims iiiiiduro.hgialrindvt wird, und das 


H 

ff dsdiv {) % - A -i ff, {h ■ A I q ^ 

Zuwac'liH an KlilsHigkidtHmuHHo, don dus KadmiHliick 
i Kj und (udahrim bat. lat das FadmiHtiick unondlirh 
id von dm* Liingo f/.s\ ho ist dioHor Znwatdm alno gloirli 

if d s div () ; 

nm wir ab(*r niit d (> die Zuuahino dor Diidit.igktdl, ho ist 
‘ ando.nm Soito die Ziuialuno an MaHSo (jdsdQ^ und 
orgi(d)t sicli 


d () — div()y(. 



‘J20 /I'hntcir AljHc.Ii II I tf. §.02. 

i)2. 

KrafiliuitMi. 

Man ilcm GausH’sdu'u Intngralsat/r imch aiulero 

f^eomolrische Doutun^, bei (b‘V '‘■Jl wi(*(U*r lumai bflii'bi^tai \ t'rior 
hocleiitot. 

Wir uohuioiii irgond ciii zu (Un* lUchtun^ .s* ilc‘r Sironiliniou 
stnikroclitos FUiobmieloimmt (f nud lc‘gi*n dnrcli di(^sl^s Strom- 
Union in cinor niit A propDrl-innalou Uitddo, ho tlass, woiui m 
eiuo constanto (xi’iisso isfc, dii' Anzahl dcr durrh r/ I anion 

gloicli mAq Wiihrcnd wir nlsn bni <b*r iMv.migung ties 

Sti'OmfadonR angonommon balani, (lass sioh fint' angolangono 
Strornlinio unbcgnnizt forisot'/ts musHini wir jftxt aiuudinu'ii, 
(lass di(KSO Liiinni, j(^ iiac.li dmn Wmibr vnn d, authnnni oiFr 
non aufttngcm. Diesis Iaiii(ui solbai K rnfl liuitMi lunssem; m 
lallcn ihror Ric.htung nanli tait d(ai Stnaidiniiai zusatumrn. 
IjGgcni wir an darsolhtni Stnlh^ win tf vin Fliirhtna*ltanrut da^ 
dossoii in oimnn bostiniintun Siaan gnnoainnait* Norauilt* a init 
a don Winked (s, a) oias(^hU(‘SHt, sn ist tlin An/.ahl dt*r dun'h 
(liosos EUnnont iai Siuiu', n giduaaUni Kraftliaitai gUdtdi 

in A (la ras (.s\ a) 

od(U’ 

m A d 0 ; 

i\io Zahl ist nogativ ym rtadiana, wnaa din huridulriugang von 
do in (lor (lean n (aitgog(*ngos(*t/tai Uiohtuug g(*Hrlii(^hi. 

Woun wir also Jidzt dtai (iauHH'Ht‘hnn latogralHut/ uaT ointai 
boliebigon Uaunithoil r anwoadon, so zoigt hitdi, da^s dns InU*gral 

ni j (livVldr, 

iibor oimai Uaurn r orsinn’ki, glturh dor Aa/.alil dor au.s dor 
Begrouzung (li(iH(*.s Raiuutns auHtrntnadra Kruftliaina int, 
urul, auf eiu Ibuiaadonuait aagtnvaaidot, ml mdivVlf/r liii’ Zahl 
d(3r auB dinn Uaunudianontt*. Ut austmiondta^ idsn iai luaorttn 
von dr tuitHpring(iudon KrafUiaitai. Bin niutmlniuliai Kruft- 
linion wcnaUai hic'.rbid nogaliv in Uindumug gobrurht; dituso 
orlt)H(daou odor vt^rsiukcai in doia EUniando dr, Wnnu tliv'il vor- 
achwindot, so wird k(aa('. Kmrtlinio non ontHpringon odor vor- 


K r aftliniou. 
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S. i)2. 

silikon, 1111(1 in dic'seni stininiou die Kviittlinicni init. dm 

Stromlinieii iibcreiii. 

Ill tunoin Ibiinntludln , in denn div 2 l (‘int'-u poHitivcni Wt'rUi 
liat, wordini Kriiftlinicni luui cnlrsprin^nMi , wiihnvud in snlclnniu 
wo div'iH no^iitiv ist, Kraftlinuni lan’sc’liwindtni. I)i(^ orKlin’ou 
lu*iss('n Qiu'IUm), die luuU'rtni S(‘nken (odor n(\i(a.i.ivi‘ (^UndUni). 

Ks konuni. oft vor, dass di(‘. Qindlen :iuf tdmni uiumdli(di 
kleiiuni ruuniitlndl l)es(dinuilvt sind. Min solchor Kn-unitheil, d(*n 
man in inullicdior Knlleriiunii; als kunki. ansidie.n kaun, IuuhhI 
Quell punklu Istr di‘.r als endlitdi aufjjosidnnn'. Wm'ili d('.s iilicr 
('imni solehen Raumiludl (n’striudcten InU‘^rals 

j div \H d r, 

HO ist filr jede iniuni soleluni Munki uniHeIiHo,sKond(‘- Kliieln* 

j A 

wir cine Ka^(d(lii.eh(‘ voin RadiuH r, dit^diMi <^|.U(dU 
punkt ads Miilelpiniki; liat, und be-zedehnen mit tlto tun Miuduui- 
ebnnent aiif d(‘,r Minlu*.itHku|:^u‘l, ho ist, do ■ f'^do) 

j /(„ d u) * ^ 1 

und Ibl^Hcdi isl dor M itlt*! worth von auf tuiuu' sobduui 
Ku^ol 

- 

4 ?r r- 

l)<‘r TeiiBor dos VeetorK 'i( wird also bei der Anniilienuij^ an 
deii (^bndlpindct uiumdUtdi fifross, and /war in dorsolbou Ordanng 
wie I / r** 

In eimmi Feldo, wo div'it vtu’scdiwitubd^ kann tune Kralllinic 
weder (mtsprin|L(en notdi endif>;(uu Die Krailliniim vnrbiulen also 
in eiutun solehen FtdtU*. in Danillen vom Qiu‘.rH(duutio t/, ho dass 
A(( laiigs eimjH solcJuni Danals eonstaut ist. Ma,ij kann tbui 
Veotor dann auedi ala Vorsobiidmng tuner i n co ni, p r (*hh i b 1 1 * n 
FIiisHiji>;k(ut darsttdlen, die tbuui in ebtui diesen (Jauilbui, dii'. nut 
<l(ui Stroninidea zuHainmcufallon , hiusirdmt. Daluu* luibon die 
Vt'.etoven, (bu'on Divmrgenz veracbwindot , aueh den Nanxui 
aolenoidalo Vtu*,toren o.rhalUui Q. 


You () a(oXt]r^ (lio Rohro. 
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Z (' lin ), i'r AliHi'.liiiit t . 
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§■ i ':!. 

I’oton tin 1 vi'cl.ii rf ii. 


Kinoii Vtu'.tor, doKwu (’url iin giuizfii vcrsdiwiiuli't, 

lunmi'u wir ('huiii l’(it('.nlii!ilv(M’Uir. Isl t'' ''in miIi’Iut \ i*i't.or 
and siud K.,., f'h woiix’- (’.(miponcnlfii, sti isl 

( 1 ) Kydii \ K lU > lil ' 

(■in v()llHUuidif^((s DilVi'i'cnlial (uiich Sknlnrs d*. I-.s ist nlsn 


( 2 ) 




(I d ' 
(■ X ' 


K 





untl dio Knnction i/f iHii.sst dan Potiuitial dvn \ tu’.hirs (v. 
DioKO KuucUou ist; nur bin auf rmv mUlitivo ('nustuntf lH-4iuuril;, 
uud nia.n kann aio arhalteii, wctin man vun aiufiu Puuklt'^^, 

(lam voriiii(lorli(’lu.m Piinlctc^ p viuw lH‘litd>ij,crn t’urvo 

(las liitagnil nimmt; 


(•O d ' - • I 

worin I'!„ die. Ooinpom'nti'. vnn in di'C [tir'litimu vmh -i he 
doiit(it. 

Dor Stnkos’Holio Hat/, /niKt't !nli’t,^nil 


( 4 ) I /%(/s ti 

** 

isfc, woiin mail as lUuvr aiu('. i^twhlnssaun t'urvr* ar^drifa'kt, dia 
man als Begi*cnzan|j; tniH^r guir/ in dcnn Vf‘t*trir!iddf* vridattlrndcMi 
Milcho bt^tnudittm kann. 

Man ntnnit tan bV.ld (unrarli /.UHainnH'nhiingtuul, wnui 
(‘K HO beHcdmlVon int , dasn jinb* in nirh -/.uriirklanbaidi’ t‘urv(*. 
dio Bogron/aing oinoH gan/, in dion Fiddo grb^gcnmi Kiiu-hmi- 
HtilckoH iRt . Kin Hobdn'H (dnfaoh */ UHainmonliiing**ndoH l*Vld int 
z . B. dor ganzc' uuinuUitdm Ilnum, od«*r dor llamn HU^mnlmlb 
(dnor Kiigcd, od(‘r aucli uuHHorhalh undiroroi\ riimndor nitdit- 
KcdinouUaidc'-r Kiigcdn, und hioriu wird niudi ntrh!^ goiindort, 
wonn an Stcdhi dor Kiigtdn und<*ro Fliiolion tr»don» dio aus 
Kugidii (lurch HU ‘ tig (‘ Konniindtamng nbgidoitct nind . KhciiM» int 
d(‘r Uauni inncrhalh tdncr Kngcl ode-r cinor am* dor Kugol ah- 


iViLUiii uiniiLuii 


Um aucli oiu Bcispic'l voii tnnom nu^hrfach zusaiinuiui- 
hiiiigciidcai Foldc zii luil) 0 .n , diudci', mjui otwa an den Uaum 
iunorhall) oder ausserhalh ciuor lUngdiioho, die durcli Rotation 
(dues Kreises um cine in seiner Kheiu*. lii'gtmdeu, abor di(^ 
PGri])li( 3 rio niclit solineidondcn Axo cntstelii. Die nudirlach 
sainnionliangonden Felder wcrden dureb ginvisse d’renuungs- 
(liiclien, die nia.n Quersclinitte odor autdi SptM’rriiidion 
iiennt, doren beidc'. Sciten mv Rc'gronzug liin/.ugtmoinnn'n 
worden , in einfatdi yaisjiininenlulngeinb'. Fidd(‘.r vin'wjuidtdi , s(^ 
z. B. das Fold {lusserlialb des oben Ix^selirieboiMni IRug(‘.s dureb 
idnen elxuion Sduiitt, dor dureb den inneixm A(uiuut(n’krtdH b(»- 
gnjiizt ist. 

In eiiuun cinfaeb zusaunnenbilngendiui Felde ist diiH Iiitc*- 
gral (4) iiber je.do goseJiloHsenc Curve gloie-h Null, luul die b'uue,- 
tion 'll) ist dann in dieBom Febb', iibern.ll eiudeutig und ste.tig. 

In eiiuiin mebrlbcli zusannnenbfing('udon Fdde Icann cm gtv 
sclilosscno Liiiicm geben, iiber di(‘. das Integral (4) nicdit ver- 
scdiwindot, und es giebt dann Fliudien, aut cbu’cui bcudcm Stuien t 
vcu’sc^liicdcme W(‘rlJH3 luit. Sc? stcdbm in der Ixustcduuubm Fig. .’IHdic^ 
boiden seliralTirtc'.n Krcuse dcui M(‘.ridia.nH(‘.buitt di's olxm (‘rwilbnte.n 
Hinges dar. In cbm zwoi Funktcni dic^ (dnancb'r luuuidlieh nalu^ 
liogen, ba.t c/? zwcu vcn’He.hicxlcme Wertlu*, cbn’cm (hitcumebicxl duK 
iiber die Curves {ar.ci') gr- 
nomineui'- Iiitogra.1 

ist. Dagegim ist das Inte- 
gral iiber die gauze Ibi- 
grenzung (aca'/Ze'/ja) wie- 
dor gleieli Null, und bicudn 
lud)on sieb die beidon Bo- 
standtluule iiber (a7/) und iiber (/ja) gegenstnUg aiib Folglieb 
liaben die IntograJo iiber ((C(ut^) und {hefh^) dcmsidbcui Wertb, 
und der Werthuntersedned der Fune.tion V' zu beiibni Seitcu) der 
Sperrllaebe ist lilngs dieser ganzeii Fliiebe, couKtani. Wcum 
man also don Integrationsweg von eimmi beliobigen Bunkie cF 
zuni Ansgangspunkte zuriiekfiibrt, so orliiilt unter llmsUimbuk 
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JZehnter Abschnitt. 


die Function in diesem Punkte einen von ^ 

verschiedenen Wertli. Die Function ist dann ^ ^ 

Wir miissen also einwerthige und 
Vectorpotentiale unterscheiden: 

In einem einfacb zusammenliii u ' " 
ist jedes Vectorpotential einwcrt^^^ 
In einem melirfach zusaminenhii^-" " 
giebt es mehrwerthige Vectorpotri^ * 
dnrch Anlegung von Querscbni^ ^ 
wertliigen Functionen werden. An 
ten sind diese Potentiale unstoti*- 
beim Durchgange durcli einc 
sprungw^eise Aenderungen, die u,h*' ^ 
und derselben Querscbnittflachc^ - 

Es kann aber auch in inehrfach zusammenli*^ 
einwerthige Vectorpotentiale geben. Dies lindct 
wenn die Componente JEs in jecler in eincr ^ ’ 
liegenden Richtung gleich Null ist, Dann hat 
flaclie einen constanten Werth, und wenn in:M» 
von einer Seite eines Quersclinittes zur and(n*rH ^ 
der Grenze liegende Curve vermittelt, so ‘ 

Curve genommene Integral 

I d s = 0. 

Wir wollen.noch auf die Analogie diesor 
sechsten Abschnitte besprochenen Satzen iihn 
von Functionen eines complexen Argumentes 


§. 94 . 

Vectoren mit verschwindender Di^ 

Den Potentialvectoren stehen als ein nitdii 
Specialfall die Vectoren zur Seite, deren Divrri^^^'s 
Wir haben schon oben gesehen, dass der Curl ria . ^ 
diese Eigenschaft hat. Es gilt aber auch d(‘r ^ -4; 

1. dass jeder Vector mit versclnvij„ .J 
genz als Curl eines anderen V(U't*^i 
werden kann. 



§. iw. 


Vectoren mit vorai'lnvindondor Divorgouz. 
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Es sci & ein gcgebeiior VecUu*, dor dor liodinguiig 

(1) divt*^. =r= 0 

geniigt, und wir suclion oiueu V(^ctor % zu liostiunnen, so dass 

(2) (v “ (uirl 

wil’d, Dioscr 51 Icaiui sclliHtvorsiiiudlich iiiir bis auf oiiicii 

additiv hiiizutri'^tiaiden willkurliclion botinitialvncfcor liostinnnt seiu. 
Urn (2) m bcviricdigon, setxeu wir 5t als Earl laiu's driitou Yec-' 
tors 23 voraas, also 
(•]) 2t -- cnirl 

(4) — tuirl curl 23. 


Wcim man a])(‘.r dio Oompomaitcu dos Vcudors 
bildet, so giolit oino ciulacdio Uochiiuug aus (4) 


( 5 ) 


f) (liv 
f)a; 




(uu'l c'.uvl '-B 


woriii wie fiiihor die liodoutuuf' hat: 

Hicrnacb wird also die (Hideliung (2) durcdi (H) Ixdriedigt^ 
weiui wir 23 dcii Ibidingungon uutorworfen: 

(6) .dJi, r)„ .iii, ~ a, 

(7) div 23 0. 

Wir luibt‘.n lii(‘r vior Dillb.nmUalgleicdiungioi fur di(^ drei 
Functionon JAr-) tlio abor niolit vou eiua.mlor unabbiingig 

Bind, da aus den droi orsten 

/J div 23 — d 

folgt Wir worden ini folgenden Absohniite sidien, dass dit' 
I)ilT(‘.rentiulgloi(diinigcu ((>) y.. B. imnun’ dann eini^ LiiHung haben, 
w(nm 6V, 6V, in (amnu (‘.iidliidion Uaumsiu(*J<o ))oliel)ig gog(d)(‘ji 
Bind and ausstadiall) dieses RaamsUiekes verscdiwiinlen, und tlasK 
dann, wean divt** verseliwimbd, auch die. (Ibiichang (7) bidrie.digt 
ist. Ilier wollen wir iiber dic^ Integration dieser (Ileichungmi 
no(’.h Folgondos bemorken: 

Angemonnnon, os soi Jiy irgiuidwie l)(‘Htimmt, so dans sie 
d(‘.n lieidon orstmi {ileicdiungeii (0) genugen. Dana gitdil dit^ 
(Ucdeluing (7) also Jij., bis auf eim^ willkurliehtt Funo 

tion von x und y, Wir sidzeu dalau’ 

(8j Jh B: ^ %{x,y\ 

lUomanu « Wobor , ruHidlo njITt’in‘nUulKli*laUunKtMt. 


15 
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S. OL 

woriu B'- irgcuul ('iiit'r lii'sUiiuntou Anualuiu- iiliiT willkiir- 

liclio I'liiictioii I'.iitsju’ii'lit, Aus tii'u (ili'ii'luui!.;i‘u (fii Uil^t almr 

1111(1 I'lilglicli 

(!)) -/ /*'• 

woriii I'iiH- ((lurch />' hcsIiinmliM Kuncthui vtui .r, ij 

ist. Auk (8) c.rKiclit maiu dass die h'l/.tc Ih'iiiii^niiiji; (il) ),«. 
tVicdigt wird, wciin 

C") '3 I 

gGHotzt wird. llicu'uiu'h isi ulsn du* rHvstiimiunir, ilt*s \ rrtni’s 
iiuf (lie Iuto}j;ra.ti()U (l('r dnd (thdt'hui 4 .(»‘n 

(11) ./ //., r--. (1. Jlir 

/uruclcgenihri, iiiid uus«‘r Sal/, ist , wruu ^vir varans*. 

s(H./(ai, dass dii^ nilTcrcntial^hiiduiug 

( 12 ) -^9 

lur jode iMnadimi (i inui* hat. 

Kiir di(‘S(‘ lletnudituuKtai ini idclit erdatUTlich, dasH im 
^au7.eu llamuc^ gej^uln’ii Hvi; wir kmuieu uim aiif ilii^ Ik'trarhtimg 
oiiiUB l)tditd)ig kltniuni Uaiuuihtnlrs l«eHrhrank*-u, tiad utadi IVir 
die Fimctiou (p uur nuch diai Wnihiii iu da-srm Unamthailo 
fragou. Dniui hat aher die Ihllerculiati-thaidiUKi^ uarndlich 
vic‘l(J LiisuiigoiK 

Kin Knrnllar aus diestni Sat/i'U int UMtdj th-r Sal/: 

2. Jtulor Viu’tor liLsst niah in «’inrit KhI ♦* n! ial\ aidar 
and in eiinuj Ourl 

Ist niimlicdi VI inn gegidHun-r \ur 

(13) \n « {. 

iiud hesiinuntni viw iMUtctiuu q ans ii*-r lii!!«'irutmU.th*i(*hnug 

Jq ’ dn \n ; 

woiui wir dauu gUnah dt*m {Irudn-niru \»*u f| . ah u 
grad (f * dh dn % 

setzein HO ist div(v o nnd {< inf. uh^ii naids L rm rurl. 


Ml ft.(U' A 

Potentialo. 


Df). 

Vorhcreitiuip: zinri (1 rcunrHcho n Haizci. 


Mh S(uau V zwoi nkalaro Kuiic.tioiuuu Auh iluu‘ri liiHKt 
sicU ein Venator ‘it r- 'Jl ( //, K) abhuttMi, (Iohhc'u Conipoiionbni din 
folj^ondou siud: 


(1) 


a; 

A, 


'0 V 
'() tn 
d V 

<'!f 

V y 


|. d II 

y'‘". 

<>!/ 

f ^ ^ 


OioBor Vnntor ini unaldiilniij^ig voui GoonUiuvUniHyHtnmt^ l)mn 
iKdiine.n wir oino hali(d)igti gt‘ra.(Io lanin., auf (l(a' wir von (unam 
willkurlichnn AnfangHpunktn din AbHtuHKtni ^ ziihlnn, ho «ik<jnnau 
wir jculo 1‘binctiou von x, y, 0 liingK dit‘H(vr Linio aln Kuncti.o!i 
von anH(du*n. InRboHondoro aind alao aucb u\ ?/, ^ Kcdbat 
tioruoi von und oh int 


( 2 ) 


<)S 




(iX ,y , 'd’if 

Tliernacli orgiobt skih- aus (1) 

(?i) — u4* c;oH (g, a;) | ■ ( - yleC,()H(f,x;) 


O' 


, r) V 




y 


■<)U 
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S. 06 


Wghii wir JiLso oiii niuu'H roc‘htwiiikIi!^t‘s ( t)orilin:ttnusystoii 
Vi ^ oiiifiilin’H, so (*rha]t(ui Aiisilriitdcr liir tlii* OotnpQ. 
ncnton von \H nacJi dimm utnuui Axni i^onau du‘H(dbo Form wii 
fill’ die Axon ;//, 

Aus (1) orgiebt sudi ziinilohsl nuoh H7 (.’i) 

(4j div^i — vj r rji\ 

wenn uutor ^ f/, wie in dt'r Fidj^o stoin, dor zwtdto IdUbrontial- 
parameter 


.jr 


i ii'j ^ 

verstanden wird, 

Wir gronzon oinou llainnthoil r ihiroh oino gosohloHmau] 
Flacho 0 ab, in (bun tlio iMuiotionm f\ F stotig fdml um] 
stotige Doriviric’ halnm. In jodinu Ibuikti* dor t>borilii<*he 0 
doukcu wir mis oino Normnh* n iii tins Iantn*o vtnj t go- 
20 gon. Dann ist nuoli (d): 

* 


1 ^ 


r n 


r ^ 


f n 


mul die Ainvonduug <li‘s (lauHH'Hohon Sat/o* anf don Uatuu t 
ergiobt 

(S) ^ |(r; J- ' ' ),i„, 

worin wch dio IiiUigratidiifU sutl' allf Klfiucuti- ilx iiiul ilo von 
X uiid 0 iu'Htr(!C’.k(Oi. 


Sjitu',iali«iruiig ilor Knurt iiui I . 

Wonn wir in tier ziili-lzi I'l.rin.-l / t uti- 

luihmoii, 80 orgiolit melt Itir jcilo in il.-nt (iohi.-ti- r mil iliruu 
orston Alilcitiuiffcii Inuiotinn T 

(1) I'F/o • j./f'/Zr. 

I’jS Sol fiTiior oil! voruildor Puukt iIoh (Jofiii'icH t mil 
Oooraiiuitcm a, />, c uml jt uiu I'uukl mil d.-ii (*i.t.r.imu!.-n j\ tj. 
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Die Entformnipf dc'r Ixdtloii Puiilctt^ sei r, so (lass 

(2) r V(.<' — "F-’R// - - i>y -I- (- - '¥■ 

Dui'ch Dinbrciiitiiitiou sich; 


■r) ■' 


I 

d’- .. . 

r 

d a- 




r _ 

(Ut 

a; — a 

__r-, 

- - H- 


ay^ 

>*•' 

, 1 
d 

r 

V — !> _ 

ry*!) 

■ u ^ 

>’ 

- >1 


by- 

r*’ 

, 1 

d 

r 

xf — c 

r 

. . J. 1 

.j (^- 

— rF 

dc 


d' 



T'* 


unci (larauH Idlfjji durcli Adilition dic^ Idontililt: 

(?i) J I ■ 0, 


w('.nu boi diu’ DilToroutiatioii dii^ Cloordiuiiteu a, 6, c aln vor- 
iludorlicli, a-, j/, 4 ? als Ibat golten. 

W(nni lum dor Tunkt p aussorball) dt‘<B (U^bioto.s t ho 

Idinncni wir ohiio Woit<u‘cm Hrr-z [ / r Hu.tzmi, mid urhaltou auH dor 
Konnol i)5 (5) 


(• 1 ) 


/* 




do -- (X 


nl)( 0 ’ dor Eunlct p innorhalb r, ho wird I / r aln 
Function dos Punktt^H fj In p uiumdlicli, lunl v/o.nn wir dahcr 
die Fornud aiudi jctzt noch auf 
U::r:zlfr anwciulou wolloii , niuHseii 
wir den Punkt p durch oino Hiille 
die wir als eino mit deiu willkiir- 
licdicn IladiuB q uni d(ui Punkt p als 
Mittol]ninkt bcBcbriebono Kufj;cltlilcdic 
annobmon, vcm doin (Icbiotc t auH- 
HchlicaHcni. Dus bo veraudorte (icbict 
bo^^eiclimui wir mit 

Maclum wir also diuso Annahme, ho orgiebt die Forimd 
95 (5) fur das Gobiot 
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r 


( 


(5) 

J 

r 

1 

J 

h 

\r (‘ n 

hn) 


Dus Olxirllilcheuinte^nil entUalt hlt'r als lu^stautithfil a;is 
gral ul)or die Obordiicho der Kw^i^l h\ 

Ik'/zciehuon wir nun mil (ho (*ia Klrnifut tlar Kni/^vl niit 
doiu UadiuB 1 (Kiuludtskugtd), s(» ist <dn Kdemt'nt Ivugid^ 

llaclie mil dein Uadi us r 

(i 0 r’-' (I iiU 

imd oiu Volumeucdemoul, das van /wtd tHiui*eutri-rlM'u Klruuaituu 
do ill der I<aitteruun|ij dr iiiul dem /ui^rhariumi Sidrki- ainos 
KogelmaiifcelH mit dor Spitze in p ln»grmi/.t i bat d»’ii Au.sdnu'k 

^7^ it r r- d r d lo. 

An dor Oheadliudio V(m k lallt dia " Normals n mit dfr Uic’h- 
tuag r zusaiiumm uud ist. ulstj tbui 


(b) 


I 

r' 

r 
r n 


1 

(> 


llioniack ist dor auf A* bo/algHoho lir-aamlihml dm Flaoliou- 
intogralB iu (5) 


(iO 


f’ r 


d (0 


Vi! 


ta, 


worin sich die lutognitiou tuudi dui ant' dir p.aa/.r Kni^tdllitolu^ 
mit deal Radius I orstnudvt uud tmtrr drm lutrrnd/rirhru r 
zu sotzou ist. 

Woiiii im Runkto /) die Funotiuu V mul ihrr DtdrrruUaF 
qnotioatoa (mdlieh siad, m ist nueh 


?) V 
r) r 


P V 
if) a 


ona (r».r) 




0 r 

i'- (' 


ruH 


in j[) cudlioh, weuu auoh Hinu Worth vm tb-r Uiohtuug ubbiiu^b 
ill der man in tlmi Fuukt p hiuoiui^oht. 

Wonii wir (labor jetzi die IHillr A uuondUrh klrin w(’rdeiit 
also (j gegon Null (‘oiivorginm bissiui, hh nuhrit hivU 

V 1 ; ' 'O- 

(Ur Greuze NulF tuid wtmu ilir* Kuuotitiii F iin Fuukto p dr*u 


(10) lim J FcZco = 4jrFp. 

In dem Raumintegrale der Form el (5) felilt nun an dem 
liber das ganze Gebiet r genommenen Integrale der iiber den 
Raum Yon h genommene Bestandtheil, der nach (7) den Aus- 
driick hat: 

[ zfVrdrdco^ 


und der also, wenn wir noch voraussetzen, dass -^F im Punkte p 
eudlich bleibt, mit q zugleicli unendlicb klein wird. Nach alle- 
dein nimmt (5) die Form an : 


\^V- 


. 1 

r dn dn 


worin sicb jetzt die Integration in Bezug auf dx auf das ganze 
urspriingliche Gebiet r und die Integration nach do auf dessen 
Begrenzung erstreckt. Von der den Punkt^ umgebenden Hiille 7c 
ist in der Gleichung (11) jede Spur verschwunden. 

Aus (4) und (11) ergiebt sich ein specieller Fall, den man 
erhiilt , wenn man F = 1 annimmt. Es wird dann ^ F = 0, 
dVl?)n = 0, und folglich 

fai 

T 

(12) -t; — do = ^ Oder = 45r, 

^ ^ J 

je nachdem der Punkt p ausserhalb oder innerhalb der Flache 0 
liegt. Ist 'll; eine der Differentialgleiohung z/i/; = 0 geniigende 
Function, und ist 'll; l/r in dem Gebiete r stetig, so ergiebt 
sich Meraus mit Eenutzung von (1), wenn p ein innerer Punkt ist: 

( 13 ) = 


§• 97 . 

Der Green’sche Satz. 

Wir setzen. nun die Formeln §. 95 (5) und die daraus ab- 
geleitete Formel §. 96 (11) unter einander: 
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S. il7, 


0 r-- 1 


'./I'M/r 1 

■(/■ ' '■ 

V t ii 

. * 

j. , ii\ 


451 I ’j, 

J 

'• i 

« 

11,1 

' r t it 

. 1 1 
f 

r '■ 

f n ; 

(1 e. 


Sio goltou gloidizt'ilig, wium /' uiul I n\it ilirm tTHtoii UwU 
virtmi im Gobii'tc t sU'Uij: shul, uiul w.'iiii wir hIm. iUh ersto von 
(lor zwciiten Hulitraliiroii, h'i I'ulf't 

( 1 ) 4 jr r,, j(/^ J. I l'-//'f/r 


’ 

f , 1 \ 

' '■ 1 



( / 



1 V r' 

f n 

f ii 


Wir vnr.sti'lnni nun initrr <Iit (1 ih^s 

U{uinu‘H t (uiH^ (t #/ ilirsi-s tliu 

den {blgniidtni Ii(‘dingiuigen gtMuhd : 

1. Ini H,aumn r ist (t iihnralK init Vuinahine tdiu^s 

Puuktt's yi, nudlii’b nud iumI hat 

Deri vir ta‘. 

2, 1st r (lit*. Kntri'vuuug der heidiMt Dmikte uud r/^ 

HO ist di(' KiUHddtui (t j 1 r aiu'h lu tD^n Dtuikteyj 
Htetig, 

;k Im gan*/t‘n (leddeii* t \hI Ut tt. 

4. An der (ireiue des (hdii(*tr » r ih\ it (t 
(1 ist liie.rnach eiue^ Kuurtinu der lundeii Dnnkte p und 7, 
Dei dor Dcdhiition gilt 7 nls variuhtd, p ah^ 

Den Dodingungini 1., :k gniiUd die J tiniiinu i r nellKt, 
niclit iiber der Hedingung 4, 

Ist nine hoIcIu^ Kuueiieii (t hekniint , h** kuniHei wu* in di‘r 
Kornud(l) 11- -(} | [.r neUen. Dunn ini Jt u und wtr erliuUrn: 

(2) 4 7r r,, r.. I r;./r./r 

■and dioHo Fornud ist die nnter iiem Nunn^n tlen (♦ rreu’HeluMi 
SatzcB bekaTUit ist 

Wir s(ddi(?sHi‘U ann iHemnu Saty.r /jinarhnt: 

L Kh giehi fiir (dnen gt*gi*Urnrn Uauni r, litr einen 
gegebentni Fnukt p uielit inehr uD. «“Uir t r retMi'seho 
Fuuetioii. 


g. 07. 


Dor (iroen^Hcho Satz. 


»a:; 


Diuin aiigenoimno.il, es gehe zw(u solclie Functionon, luul 
^r', so ist (lie Dilleroii^^ (1 — (r o.ino Fnnction, die in dcin ganzcn 
(TO.hiete r luit ihreu Derivirte.u ste.tig ist. Fs ist aber auB8m*d('m 
im Tiimjren von t uhera-ll — (r') — 0, und an (1(U‘ (irtniz- 

(iiiclio 0 ilborall (j (1' “ 0; se.tz(‘ii wir also in dor Fornud(2) 

F— (I — (i\ so (n’gicbt sie.h V], — D, d. b. os ist (I ™ ({' iin 
ganz(ni Kauiiio r. 

I)i(^ Formol (2) Kist uns Ibrnor, woiiii die. (ir(U‘u'sebe 

Funotion bokannt ist, di('. Aulgabo: 

2. Fh soli oino Fuiu'ddon )' gid’undi‘n wtn’d(‘n, di(^ iin 
ganziMi Raumo t luit ihiM'ii Dm’ivirtoii si, ('.tig ist, 
wonn (li(^ We.rtbo von ^/F iin IniKunm von r nml 
die Wortho von F a.n dtu’ Olxu’flilelu^ () von r g(‘- 
ge.bon sind. 

Dio Fonmd (2) giobt nilmlieh luiiuiitelbar aus dii'son Dalmi 

dio F'unc.tion F in (unoin ladiidiigini Funlcto p and zoigt auHsto'- 

ilcin, (lass os nnr (dno Ltisung dtn' Aufgabi*. git‘bt, 

Dio Ib'stimnuuig dor Fune.tion (} sidbst ist tdn spo.eiidler 

Fall di(‘H(»r Aidgalui und golingt nnr in iKiSoudcu’on Filllou, llirtt 
lU'.stinunung ist oim^ Fun(buu('utalaurga.b(', in dor Tluuiric^ dor 
|)a.rtioll(‘.n l)iHi'rtnitialgltne,hungon und ihnni Auwtnulungini auf die 
luatluuuntisedio Fhysik. 

Wir bowoiscni iiocdi (bni Iblgoiubni 8at'/ tibor dii' (irmMi’sobo 
Funtdaon. 


i\, ll(‘.Z(iichuot auui die <i inicnFsedie* Fiine.tion^ uiu ibro 
Abbilugigkoit von don bidden Idiukiciu p, r/ u-nzu- 
(hvnten, niit 

(3.) (},„ -■ 


DiU’ Iknvois ergiidit sicdi so: Wir nehnnni di(i boidiui (irtHuF- 
so.hon Fiinotioncn ^*^*^** dassolbij (»obi(‘.t % und HohUi'Hseu 

von dioHion (iebi(‘to die Innden runkt(‘. Ih diiroh kliniu' Kugfdu 
nut den Raditui (it, aus. Auf das so gosc.ballinio (h'- 
l)iot r' W(nnl(‘.n wir diti Fornud (Tij g. 1)5 an, iuibnn wir 
F” setzon, und vi^rfahren dann (daiiiHO wi(^ in g. b(i. \\‘ir 
(u'haltou dann 


(f) 


4:% 



r' n 




'< )i ) 


(I o, 


Kh trr AhHc.htiit t. 
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S. 


und damns, da vcrwlnvindcii, 

wio bowiost'ii wi‘r(UMi sullti'. 




S' 

r ti H 1 0 t i ir k tM t r n. 


Wir woUo.n nun {uuu'luiitui, da^H in «lrui kVldi^ t riih5 Miirlic* 0 
li(^gG, ill ibu* K iiiul sninn unsh'tig siml. 

Wiu UGhmon an» ilass din Fuut'linnrii 

j, . r r r . r 

( J' ' t If ' t 


iiu gauwn (udiit'.in 
vnriindnrlinhn 


I'ig. -10. 



r luit AiiMiahinn dra- Flarh»' 

Wnrthn liabtai, da -s din >n NSrrtlm aht-r in 
7,\vni umaidliidi Imnunld^ailru I’nukttai auf 
ladib'U Stnltai vnn 0 mu tmtn t-ndlirho 
( h’rjssn via’anhitMli'U ^dud. 

Wir /iidnai, win dir* Fig. 4u /.nigt, 
dlindi jt'dnu dn Fl:inh»« d nmi^ Nur* 

main Vy din wir in riui’V ludinldgnu, nhrr 
iU)t‘r din gun/r i*'l.trhn tn 4/tdmUnndrn 
lUchlung unhmru, nud nnnnnu di^* 

Snit«‘ tlnr Flnt'lit* d, dm aid clnr Snitn dar 
wa(diHond(Ui v li{‘gF <li*’ jumitivn Snitn dinsnr 1 Idrlm. Fm Wnrtha 
von V in houaohbiirinu Puuktnii auf dim bridnn Snitnn \uii 0 
xintorKchoidun wir als mni V , uml it« /ninbimii analng uurli 
(lio Diirorontiubjuotinntnu. 

Ks lilHHt Hirli dann din Kurmnl Oib (III ainvnminn, wniin 
wir boido Seiinu tier Miirhn d mil 7 m dnr In-grnn/img vnn t 
roolinon. Anf dor poHitiviui Sniti* vun d ml dami tin th\ auf 
(lor nogativnn. dn — dv aumninlimnn. Fnr I’nukf p hnll nirht 
auf dor Flacho d lit'gmu 

IJozinchnnn wir alsn nut d(f nin FdnnHinf d«'r Mmdm d lual 
boziobou di(‘. Iningralion nui’h dti auf tlm^^n gnn/n Marine , \viih« 
rend do din iirHprunglirhn (Irnuzn ilnn lirbminH t (tdun'di dmrh- 
liinffc, HO orginlit din Fonind !HJ. r U 1 


I' iu‘iui I iclio. Kcliier. 


§. in). 



IHoriu ist, uin darau y.n i‘.riiiiuu-u , r dn\ tics 

Puuktt's p von cineiu Punklt* iltis Ini.i*^r{iiionsi‘h*mi‘iito.s dv, do, 
diS^ uiul (^s siud dinuuiu'li dii^ Into^nvdo nooli k'lmc.tioiKui d(n- 
Goordiuateii dos p. 

Dio Formol (1) ^ilt sidhstvta’siaiuUioh auch, wtain 0 aiis 
inoliron'U gotroiuitoa Stiiokon hosfet'ht, odor, was dassc’llM^ isl, 
W(nui im t nu^hrort' vorsohii'do.nu Unstotigktnl.sllilc.lion 

liog(‘iL 


1 ) 1 ). 

n n 0 n d 1 i c. h Kt' l d o r. 


(I) 


j'( 


II 


Wir nohnuni jotzi w'uulor dan in dor Fonmd 1)5 (5) \air» 
konntioiulo Klilohoniniof^ral 

-- I- .(», 

(^n (}n / 

mu dio. Vo.riindtu'img zu uni('.rsu(‘hoii, di('. (uniritt, wonn sioh das 
Fold r ills llii(nidlio.ho. or.sl.r(*c,kt. 

Wir JK'.hnum tjiiion fosfctui Punkt P nml boztm'.hrnm unit J{ 
dn\ Kutfortiuufj; dos Punktos P von 
<l(uu Flonnude d o. Ist. witukn* d u) 
oin Kliunoni dor nut doni Ilmlius I 
inn P busoliriohmum Kuf^ol, ho ist, 
wonn dor Wink(?l (n, H) npitz 
nr)nninui wird (niiilio. Fi/jj, 41) 
do r - Il^dio (U)s(a, /i), 
uiul das rnt(bp*al (I) lilsst siidi also 
auoli HO darHto-llon : 


'U. 



( 2 ) 


{(jj 

r ”'’) 

* \ d n 

d n J 


^ can (n.^ Jl) Jl^ d 10, 


Dor Kinfaoliludi hallxir uohinon wir an, <lasH dio. (irojiz-* 
■fliiclio () HO hoKO-haUbn iiiid dt‘r Punkt P ho gtnvilhlt soi, dans 
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§. 

jecler 8trahl li dk) Fliiclu^. O in mimi \nul uur in viiu^ui Puiikto 
trifft. Danii (‘rstrerkt sich die' lutagratiiiu in ant’ r/to iu 

(2) oinfach iihvv dia pinzo Kinhaitsku^ad . :iUu iiht»r cin aiul- 
lichos (rabiat. Ks 1st laicht /.u sidian, widrht^ MndiliruiiinH'ii in 
diosor Boziahuug aintndaa, waiui diasM \ nrau-nsrt/.uu^: niflil 
maclit wird. Filr uawonai Zwoak ist dit‘H niaht arfiU'dtadiah. 

Nohmoii wir mui a a, dit^ Ftaadiaiuai l\ I Nriau ini ijfunj^on 
uuoiullichou Ilaumt^ ^egabon. Ks soil abta' vnnins|rt*st^ty.t si*in: 



fiir R . 

, OJ 

is! r 

n, r 


/i-i 

f 1: 

1 ' 

< / 

i‘U(Uii’h. 


weim I (diio bcdiabi^j^i* ist; das Ind'-^st , dit' lat/,ian 

Producto solbai, wii^ auah II augannnuiian winl, be- 

Htiimuta (‘luiludio (Iran/au niaht iilit^rsi-braihai. \,h k\ nifht 
arrordorludi, auicunolinuai, dass dit'^a Prndnata iVrr /» / ho,- 

stiminta andlii’lu^ (irtaizwarlha liabaiu Km aah in ainaiu 
^obtinan Kalb’ da, van /u lUnaYainnai, ub <iia'.t* Hadiii^tni^iai 
orfiillt sind, ganii^t as, dia Uiahinng / naah finanibn* uiit dan 
drei OnoialinaianricldiuiK^'n //, .. /usainmi'iilaUau 7 m la-Hnu 
Uiitiu* diasau Aunahman warclau ilia l*rnduata 

It:>r ' /r-i- ''' 

( n t H 

im llnoudliahaii varsahwimhau wiihraud <la^ lutatn’atinnsjyfahiat 
fiir (/a), wh*. auah dii* KliLaha i) sirh \aniuilarii iuuk, inun«*r das*- 
sollxs l)l(‘ibt Wonn wir dahar dia (frinr/Jlaaiia i) allar’ants inn 
Ibiandliaha hinauHri'udccni lansan, atwa wia rina KuitaU ilarau 
RadiuH oliua (Jrouztvu wilahst (tular nnah hunst tttdiabii,^t, sn wird 
siah ihiB Iiit(‘{^n*al (2) dar (hamza Nidi tulhfnii. 

Int wi(id(‘r r dit* KntlarunnK di‘s Ibusktan p vnu dam 

Punkti*. (f iiiit dan (kiordimitan j\ tj, su ist 
I 

„a ' '• 

■ — atiH I r, .#■ K ...» 

und dia Kordtnnint^^ (3) ist t’ur tlit* Kiuiatii»u V tndnlli, waun wir 
IJ — \ jr uiuudnuuiu I)ann H und r siutl tlia KntfarntiniiiUi dan- 
Hcdban PuiiktoH q van dan biddan tVstaii Punktau l\ p uinl It n 
hat also dan (ironzwiTth 1, wtum q inn rnautUiaha rurkt. Wmiu 


{I iu‘ ii(U ii‘ lu» Koldcr. 


‘,)0. II lu* iiiU ii‘ lu» Koldcr. *2 ‘>7 

mni fiir die Function F Unsti'ti^keitHllilchon d voi'- 

hivndcn sind, so i‘rf:?iidd. die Fornnd 1)S (1) 

(4) i ^ 

,1 




(■'•y 

(' 'y* 

,la 

,| 


J 

V < V 7 

\ (^p } 

r 

J 


(I- 


r-) , ' d<s, 

^ Ov 


llierin erstreckt sicJi das uacdi dr iiluu' den jj^auzeu un~ 

endliclien llauin, und unHinu? zufjfloieh, dass die 

iiher K f>;tnnachti‘n Vorauss(dzun|j^('u uni dit‘. (’ouvergonz 

•dieses lateKvals siclnu’ zn stidlen. 

Setzt man, vcudiiulig nm* v;ur Mikur'/auif^. 

(«) 

( 7 .) 


(H) 


I 

.IV ■ 

' \ \ / 'A 

.... 4 3r^,, 


'ri 

ii 

i' 

( 

\(- 1 

.) (:: 

1 ) 

4 7T 

!i 

!■ 


r-*' ™ r 


(; 

F(»nuel (4) die einfachere Form: 

1 

I'r ■ 

J 

r 

h (1 0 j 

'J 

1 

(> 

V '-r- d <b 

* (\V 

j 

1 


und diest' Foruud 7*eigt, dass turn*. Function F, dit‘ iiu Uiumd- 
licdum dull li('dinp;uug(m (H) f^cuu|.^d, und a,!lf(t^schen von (uuiadmm 
FUlchon it mit ihron erHtcm Ableitungmi stetiK ist, eiiuloutig 
boHtimmt ist, werin ini uneudUclmu Haumcx/I'ge- 

gebe.u uiid an den FUudimi d dii'. llnHlidigkoiten von V und 
HciiiCB nacli der Normalen geiioinniemui I liUcrtuitiabiuotienttm 
gegebuu Hind. 

Die Stetigkeit von q ist hierbei keiiu'HwegB voraiiHgeseUt, 
und OH ist z* Ik die Annahino zulilssig, dans q mir in (umuu eiuF 
lichen Raumtheile von Null vcu’schicHlen , sonst Uberall - i) Hfu, 

Durcb diene Betra<ihtungeu lilsst sich aiudi th'r (IreciiFsche 
Satz [§. i)7 (2)1 auf den Fall eines ins Uneudliclie auHgedehnten 
(}ebitvU‘.H r ilbertrageu, vvenn wir Hir dicHen Fall zu don die. 
G riunFscln? Function 6* dermireiuhui FigenHchartmi §.07, L, 2,, :J., 4, 
noch die weiten* binzufiigen. 

f). hn Uuendlichen ho 11 D' () und /'ol end- 

lich Hoin. 
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Elfter Abschnitt. 


§. 100 . 



§. 100 . 

Das Newton’ sche Potential. 

Die zuletzt abgeleitete Formel (8) ist mit Riicksicht auf die 
Definitionen you eine blosse Identitat. Sie entlialt eine 

Darstellung einer gewissen, sehr allgemeinen Stetigkeitsbedin- 
gungen nnterwoTfenen Function V durcli bestimmte Integrate. 

Wenn wir nns aber anf einen anderen Standpnnkt stellen 
und ansser den Flachen (j die Functionen s, rj als beliebig 
gegebene annebmen, so client die Formel (8) zur Definition einer 
Function F, nnd es entsteht die Frage, ob diese Function V 
dann aucb wirldicli den Bedingungen (5), (6), (7) des vorigen 
Paragrapben geniigt. 

Die drei Bestandtbeile, ans denen der angegebene Ansdruck 
Yon V bestebt : 



beissen Potentiale, zum TJnterscbiede von anderen Bedeutnngen, 
in denen dies Wort wobl sonst nocb gebrancbt wird, Newton’scbe 
Potentiale mit Riicksicht auf die Bedeutung dieser Functionen 
in der Theorie der Krafte, die nacb dem Newton’schen Gravi- 
tationsgesetze wirken. Wir wollen zunacbst die Function F 
allein betracbten, in der wir aber ein ftir allemal voraussetzen 
wollen, class q nur in einem endlicben Theile des Raumes von 
Null verschieclen sei; ausserdem wollen wir die Function q 
'diberall endlicb annehmen und beliebige Unstetigkeiten in 
Flacben zulassen. Die Function p moge die Massendicbtig- 
keit und 

Qdx dm 

clas M assenelement beissen. Wir denken dabei zunacbst gar 
:.uiicht an die mechanische und pbysikalische Bedeutung dieser 
•^Ausdriicke und scbliessen z. B. keineswegs den Fall aus, class q 
aucb negativ sei. 

Die Function F kann als Specialfall, oder genauer gesagt, als 
Grenzfall der Function P aufgefasst werden. Denken wir uns 
namlicb die Flache 6 als einen unendlicb dllnnen Korper von 


S- nil). 


liiiH N I'W 1 11 ii’ n(! lu) 1’nt.i‘ui.ial. 


2:i!) 


tier I)ick<* dv uiul hihlni das Pdlaniial P fiir dicsoii Kdr[)cr niit 
<U‘r Massi'adiohli^kt'ii q. so wird dm — ^)dvd 6 

imd wir hraiudnai iiur zu so goht P in F 

lilaa*. Da t riidlicli soin sulk so muss hi{!i‘l)(*i q mil; unondlich ah- 
ii(‘liin»‘ndi‘n dv nutuuHich gross wiualon. 

i- haissi dit* Klii (duMidir.h ligluui and F oiu kUiLohcn- 
|) o t.(* u ii a 1. 

IChanso liisst siidi <I> als (inm/dall V{)n F l)(*.ira.chi(UK Wir 
tUudctm uuH zu diosmu Zw(*clv(‘ iilau* dtu' Klilclui (J (dno ])arall(de 


m d(‘r unondliah khnmm Mnt- 
fiuaiung dv. na dass JtuUuu IMinkU' vou 
dvv Puidd voti td gag(uiiil)(u* sUdit, dor 
(lurch die Ntaanalc dv gi^troHon wird. 
Das Fliicduuu'hmicui d (1 him mii d(*,r 
KlacluMidiidih* f hidogi, das g(*g(Mdlb(M’- 
staliiMidf FtiMiuMit d d* mil | d, ICk ist 
dann du.s Dtdaulial tlic.sar Doppidllilcho, 
wiMiu d dit'. Kutforinuig dos Duukit's p 
YOU did ist: 

, . , dda' r ul 0 


•’ig. 42. 



J d J r 
Wir mduat'U duuu dit^ Dic.htigkiut d so an, dasH 


D/d' 


t d (T, 


(4) 

d. lu, dass auf gliMcluMi FliichonHliif.ktMi vou a uml d' gloiclio, 
aber oul.gog(*ng<'stdztc‘ MasHi'U lit^gcm. Wciiu wir danu uoob naoh 
dt'in 'Fay hir' Htdiuu Ltdirsai/a*. 


I 


{*D 

SnlZlMl, HO (' 


I 


I 


dv 


dv 


siidi auH (dj) (4j und (b) 
I 


F 


J 


r) 


d V 


(I V d ii , 


mul dit‘H gtdil in Ubtu*, wmmui ij “ hdv gesotzt wird, so dass 
avu'h bier i iur t*in uuomllich kltMuas dv uiuMullicb gross wird. 



Elfter Alosclmitt. 
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§. 101 . 


Die Function 0 lieisst dalier das Potential einer Doppel- 
schicht und r} die Diclitigkeit cler Doppelbeleguiig. 


§. 101 . 

Die Kraft componenten. 

Das raumlicKe Potential 

(1) p = 

in dem sicli, wie wir festgesetzt haben, das Integral nacli dx 
auf ein endlicb.es Grebiet r erstreckt, ist eine Function der 
Coordination ^ des Punktes p. Wir sagen, das Potential 
beziebe sich auf den Punkt p, Es ist dann r die Entfernung 
dieses Punktes von dem Integrationselemente dx. Liegt der 
Punkt jp ausserbalb des Raumes so nennen wir ihn einen 
ausseren Punkt. XJeber die Convergenz des Integrals ist dann 
kein Zweifel, weil r nicbt unter einen gewissen positiven Wertb 
heruntersinkt. Dass aber aucb die Convergenz nicbt aufhdrt, 
wenn der Punkt p ein innerer Punkt ist, worunter wir einen 
Punkt versteben, der dem Gebiete x angehort, ergiebt die Ein- 
fiihrung von Polarcoordinaten um den Punkt p. Denn bezeicbnet 
wie friiber do das Flacbenelement auf der Einbeitskugel, so 
konnen wir nach §.96 (7) 

( 2 ) dx == r^drdco 

setzen und erbalten 

P == I Qrdrd(D^ 

wo nun die Function unter dem Integralzeichen im Integrations - 
gebiete nicbt unendlicb wird. 

Wir bilden nun nocb eine zweite Function, die durcb Diffe- 
rentiation des Ausdruckes von P unter dem Integralzeichen ent- 
steht. Es ist namlicb 

(3) = (a — xy (b — yY {c — 

0 - > . 

. . r (a — X) cos a 

( ) 0 ^ ^3 ^2 ’ 

wenn « den Winkel bedeutet, den die von p nacb dx bin ge- 



§. 101 , 


Dio Kriifl ooiuponoutcn. 


2H 


zojj;eiu5 liiclitun^^ r init <l(‘r positlvtui ./‘-Axo Ks or^j^iclit 

sich danii cino Fuiu‘ti{)u 


(rO 


.V 


/* 


() (I T 

( ./■ 


iiui ot)s a 
.1 1 


uiid diesc FuiK'-Uon ^'cdd, dun^h dio. Suhsiiiiitioii (‘Jj in 


(<0 


\' „ p t'osrc (/r d (ij 


ubcr, woraus man scldiosvst;, dass aiich di(‘S{*s (u)iivor- 

^(Uit isi. 

Wtnin wir inui di(^ Kunriion X in auf a; zwiRclinn 

dm (xronzou and .r int('|j;riron^ wiiluamd wir // uud ^ rDusDuii 
lasHon, HO orginbi. sitdi, wonn wir din Intograiiou unt(n* d('n 
lutegralj^ciclnoi ausriihrcu : 


I A' (lx ■ J ( ). ,.'j (It ' P - 

wonn Pu <loii Wtnih vnii P fur :v .. . :t\, btaUuiU^i, und darans 
f'olgl. wi(Hl(‘r (hircdi DillbrcniUalion 


Dio (irbssi^ X hat Inlgtonb^ Hodouliuig: 

Wonn aiif dtni Pindct. p (din? Kraft, wirkL von (bo* InUniHiUlt. 
dio, wonn dm pnnitiv ist, vt>n ;) utudi dom Klominito dm 
goriohtot i.st, und w<'nn dm nogativ int, dio onigo.gongi^Htdi'.to 
llichtung hat, ho kann diost^ Kraft, angOHtduui wiTdon aln oiiu^ 
Anziohung odor AbHtoHBung, dio dan Kloinont d)n auf d(*n 
Dunkt p auHiibt, mnl dun duroh dmjr'^ auHgodrilcd<i(^ WirkungH- 
gOHoti? dioHor Kraft int das NowloiDacdu^ (J ravi tatioUHgOHot/, 
Dio in dor Hi<ditung d(*r poHitiv(ni a*-Axo gomunniono Doin- 
pouonto di(»8or Kraft ist 


d X ^ 


dm 

, tU)H 


uud wonn nun oino olninaolcdm Kraft von Hilnnntlichon KUunonto.n 
dm auBgolii, ho int d(»r durtdi (d) gogtd)ou(‘ Aundnurk von X dio 
(roHamni t(torrip(niontc d(^r Wirkung di'H KiirporH r utif 
den Punkt 

liiomwun- VV tOitM’ , OHrlii’IlH Kj 
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l'';Ull^l’ xVliiichnitt. 


S. 102, 


Dieselbn liiHKt sir.h al)i‘r in Wvy.np: :uil' dir //~Axo 

uiul (lie ;:’-Axo iiusUdloti, luul cs (‘r[(<‘lu‘U su*h so dw. dnd 
ponontcn X, T, / dar Wirkuuj^ dt‘s Kdrpi'rs r aut dm Ibiidct jp 
als (lio partiidlon Al)hdiiia{>;i'n d('s l’ottajiiali‘s u:u*h dm droi 
Ooordiiiaton a*, y, 


(B) 


\ 


r 

(■X ' 


r r 

f If ' 




r 


Dor Aasdruck 

(U) (U^T—Xdx I Ytlij I Xtl: 

ist oiu vollstiindigos Didon'iitial. 

Wcnii aiudi uoc.h KliuduMi d vtudvoiauiau, dir mil Muhsi'u 
odor luit einor Doppelsi’liic.lit. sind, so wirtl ia tlirstai lio- 

traehtimgeu gar uicdils grilndrrt, wmn dor Ibuikt p nirhi. garadu 
aiif cdnor dic^sev Kliuduui lirgt lual wir rrhallm tlir 1‘omjMmeuten 
d(‘,r Gcsatnmtwirkuag a-iif den Paukt. p in tlrr I'caan 

„i- j. , r ^ ,, 

r'.r r // 

(11) (IV — Xdx i Yd If ■> /r/.. 


( 10 ) 


X 


worin V dic'. lUuUHitung S- ‘*0 (Hj hat. 


§. 102. 

Sladdgkcii dtu* KinuOioarn F, X» T. F, 

1 . Dio Kuiioiionnn T, X, )’, / sin»l sirtigo Knac-* 
tiaiKui d(^s Puakt<*H p atirh hriin Ihu'tdigaaga 
diircdi (dtu*. Klilrlu^ in dor {i uiiHiriig Ih\ (nhvv 
nichl; l)oiiu Dun’hgiingc^ darch tiio Fliirho di 

Wir bowoiHiai din Steiigkidt dt*r Funrtion l\ imlmi wir hr- 
inerkcm, duns di(i ScdduHsa unvi’nindtat anf dir Fnntiionm X. 
auzmvondt'.n sind. 

I)i(^ ICigonsclnift dor Strtigkoil idiirr Kuiadion F hrsfaht: 
darin, dans die Stdiwaiikungm drr Ftiurtion F khanor hhnijau 
als eiiu^ btditdiig kbduc^ gt*gt‘brno (tnisHo J, wmn lUr Vrr- 
s(‘.hi(ibu)igGn dns Punktf’s p khdnrr sind ah* rini' liinliinglioh 
kleino (iriisst^ 6. Dass F sitdig ist, so luugr tlrr Fttnkf p auHHt'r- 
lialb doH lntegraiiiHiHg(d)i(drH t lirgF hdgt nn^ dm jillgrnnanrn 
Hitken fiber Stcdigbdt von Integrulm uF Fun«‘tii>nm run-s Para- 


tj. KILi, 


Stot.i t l‘’uiu*(.i()iu'. ii \\ X, 1’, 


2i:j 

iu{‘t('rs. Uinni ill (U(‘S(‘m Ka11t‘ isi, (lit‘ ym iutogrircmlo Fuuf.Uou 
ini gnnzt'ii Intc^a‘n.t.ii)ns^i'.hii‘t(* ruw uiul Funci-ioii 

(Inr von 

VVi’iui alior }> ciu imun'i'r 1‘uiiki isi, so noliiuoii ^Yir ihn 
in ondlioluo’ Fniroruun^- von <li*r FliiclKi o' au luid uiu^idiou 
iliii init oiuor Iliillo, dio ctwa dit; (ovsiali oiinn* Kuf((d luiluni 
uijifj; uiul dio das (udiiot r in zwoi Tlndli' r‘' uiid ilunU., wouii 
r" dtn' von dtn* Kug(5lhiilU‘- mnsiddossiuio llaum, %'• dor ilbrig- 
Idoiliondo Tlioil von r isi. 

Liogt p in dor Niilu‘ di*r Ohmlhudio von r, s<) winl di(‘ 
lliillo. iilu‘r das (Udiio.i hinaiisroicdion kiinnon. l)i(‘ hit'.rdundi 
oniHiohoinhni Widt.liiutigkoiitni kiininni wir ahor (dnfao-h iliiroh 
di(' Iknmn'kung mngidnni, (lass wir don Uauui r. Indiidiig aus- 
dolmon kiiniuni, winin wir in don hin/aigidcoinnunnni d’hoilon (> 
nnnclinuMi. 

l)i(’ Funcii<ni F /.(*rfilUi also joizi in dio laddini Hostand- 
tlicdlo F" and I'\ von doinni lU'r orsto ans dor Iniograiitni iihor 
(U‘r /Avoiii^ a.UK ilor iilior t' Ut*rruhri. 

Wir nolunon nun dio Hiillo yainiUdisl so Ichdn an, dans F“ 
in Jodinn Funldo. in ihroin Innoron kltdiior als V'.j// wird, was 
wogon dor t'onviu’goir/ dt‘s Inii'grals I' imnn'.r miiglio.li isi. Dii' 
bunkio ini Innonni di(*Hor Hiillo sind ahor ITir don Ha, uni r* 
iiuHHon*- lhinkli‘ und folglioh isi F'^ <nno siidigo Funoiion von ji, 
so langi'. p in tUn* Hiillo bloiki, man kann also dii‘. llroii/ai <V tVir 
dio Vin’sohiobung von ;j ho kloin matdion, dans dio Sohwankung 
von 1'^ kloiuoi* aln wird, uinl dann isi also <lio. Scdiwan- 

kung von F klcnnor als 

Da wir angouonimtni liabon, dans dor Kiirptn* r und di(5 
Flii(dnni (f ganz im Fndliohon liogon, ho nind A‘, JF, X im 
Umnidludnni gbdch Null, Dan Vin’Hohwiudon lilsst sicdi uooli go- 
nauor bo bosUmnion: 

2. Hodoui(H, Ji dio. Futd’ornung den Hunkt(‘H p von 
tvincnn fonton Hunkio, y„ Ik tbun Ooordinaton- 
ani'angHpunkto, ho sind dio Hrtiducto 

It F, X, )\ IP Z 
i in U 11 0 n d 1 i c h o n o n d 1 i o h. 

DioB iBt auH d(‘n Ausdrin'kon ITir F, X, Z duiadi InU*- 
grab* ohno WoiU'roH zu (‘rHidnui. 


u;*' 
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Kill'ti’r Abscluiitt. 


S- io:i. 


§. 103. 

Die Differcntiahiuotientou von A"", 1\ X, 

Die iuif einen ausscreii ruiikt p be/ojj^onen Kiinelioiion 
A, 1\ Z ktmneu nach den Coordiiiaten dieses PuukU'.s boliiOiij^; 
oft difterontiirt warden, indem man die Difrercntiation unie.r dmn 
IntogralzeicUen ausfillirt Fiir oinoii iiiisHoren Diinkt halxm dic^.se 
Fuuctionen also Diflerontia,l([uotieiiten jeder Ordniin;^, di(‘ steti^e 
Functionen des Ortes si ml. 

Fiir einon innercn Piinkt kann al)cr scboii die t'rsU'. Diile- 
rcntiation von X, 7, X nicht melir diirch DifrerenUation unter 
dem Integralzoichcn u-usgcluhrt worden, wcdl man auf dii^He. Weisi^ 
auf divevgcute Intcgrale gofiUivt wird. 

Zur Untersuoluing dos Dilli'nmtinlq notion ton d(n’ Fune.tion 

(1) x = 

miisscn wir also einen andenm Weg uinBehlugmii, auf (Itm nns 
Gauss gewieseii bati). 

Die Dicbtigkeit () soil ziinilclist als eino stotige dilTcnMuiiiiir- 
bare Function dos Ortos in dtnn Uaumo r angenommen \vt*nb‘m 


Kifr. .18. 


Fig, 4*1. 



Wir g(d)ou dem Pmiktc dor jetzt eiti inmu’er nvi, idne 
Vorscduebiing in einor belie))igen Uie.htung / von der (irdsHo r, 


la (Itsr Abhaudlimg: ..Allgmnciiu* L(OjrHilt/.a in liuj^iahiuig aai da* iin 
v^a'kehrten 7arhilltaiHHe (1(jh q)uaclra(.8 der MnUVruung wirkradia^ ans'.ii'laai- 
don und abHtoBHcaiden Kriirte.” (tbiUBB’ Wi-rkcs lUL V. Aacdi iu Ont- 
wald’H (JlasHikcrn.) 


5<. loi). 


Dio Difforontialquotientcn A", y, 
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dill uicilit so ^ross ist, dass sic iliu axis dix'isem Kaiimtlicilc lioraus- 
ITilirt, imd bozoichnen den Wcrtli von X fiir die neuo Lage p' 

YOU p Blit .X"', 

Donkini wir uiis abor don ganzoii llaum v init seiner Masse 
ill di'r Hiohtuiig I um e rilckwilrts gesebobcii, so koinmt p' 
wicder mit p zur Deekung, uud wenii wir den nouon Raum 
init tJ bezeiolinen, so kanii X' aucli dadurcli goiundGn wordon, 
dass wir das Integral (1) fur den Punkt 2^ abi'r liber don Ranni 
t/ nehmeiu 

Die Uauine r und r' habeu einon T\m\ geinein; sei 
der Tlieil dos RaunioK r, dor dureh die Riiekwiirtsvin'scliielning 
IVei wird, der also dem Raiinic r alleiu aaigebiirt. Kbenso sei 
To der Thoil des Raxunes r', der niebt in r ontlialtou ist. 

Wir devxteu die Integrationsgebioto To , dadiircb an, 
dasR wir iur das Klonient dt sotzeu c/to, dr^j^, 

Bezoiobiiot q die Dichtigkoit in oinoin Piinkfco q und 
q' die Diclitigkeit in dem Punkto <'/, der axis q dnrcli Vei'- 
scbiebnng um e in dc‘r Riebtung 1 entstolit, beides in der ur~ 
siiriinglieben Dago dos Korpors, so ist q' in mul q in r.j gleieli 
Null zu setzen. 

Ilieraus ergiobt sich naeb (1) 


Ci) 

X 

X' “rr 

r (» ( a , 7 :) d T» 

J r^' 

1* ()' f a x) d r„ 

1 

. r (> (fi — ,r) titr, 
j r'' ’ 

, (’ (/ (a — 7') d rjj 

' J 

und 

(dl('lich 

J ' 

(:•» 

X' - X 

V. 

r (()'-- ii) (ft 

J 

* dtn 



< [<>(«— ‘O 

e J r'* 

' fj J y-> 


W(!mi mill /' 

unendlieh kloin 

wird, HO gdhon din Ililmuo r, 


nud Tm in Sebiebten ilber, die der Obrndlilcbo 0 aulgelagert simb 
Das Voliumm des Tiber dem Element do stobendim 'riieiles der 
Sehieht von di‘r Dicko dv ist, wenn dv positiv nach irme.n 
gm’eelinet ist: 

f/ra dodv edo (um(Z, v), 
und weil an der (Irenzo von rj der Winkel (/, t') stumpf ist: 
r/r, — edo coB(j!, )/). 
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Klfter Absclmitt. 


§• lO't- 



wobei so zii differentiiren ist, class pj als Functionen von I 
aufgefasst werden. Unter dem Integralzeichen in Bezug auf dz^ 
ist aber ebenso 


lim 



wobei die Differentiation so zu verstelien ist, dass a, 6, c als 
Functionen von I anzusehen sind. 

Der Raum fallt in der Grenze mit z zusammen; z^ und 
z<i bedecken zusammen die ganze Oberflaclie 0 und in z^ gelit 
q' in Q liber. Wir erhalten also 

dX CdQa--x, , C Q{a~ x)gos(1,v) do 

Das nacli dz genommene Integral ist die ^c-ComiDonente der 
Wirkung einer Massenvertheilung mit der Diclite r)p/0Z, und 
das Integral nach do ist die ir-Componente einer Oberflaclien- 
belegung von der Flacbendichte q cos (Z, v) , und folglicli ist 
dXjdl eine stetige Functioai der Lage von p. 

Dasselbe gilt aber aacli nocb, wenn q niclit im ganzen 
Raume stetig ist, so lange sich nur p in einem Raumtlieil ver- 
scbiebt, in dem keine Unstetigkeit von q liegt. Denn tbeilt man 
den Raum z in zwei Theile z' und r", so dass p in z' liegt und 
Q in z' stetig ist, so zerfallt X in zwei Theile X' -f- X", und 
da p in Bezug auf z" ein ausserer Punkt ist, so hat X" stetige 
Differentialc[uotienten jeder Ordnung. 

Da nun die namliche Betrachtung auf die Functionen X, Z 
anwendbar ist, so haben wir den Satz: 

3. Die Componenten X, X, Z haben in einem Raum- 
theile, in dem die Dichtigkeit q stetig und diffe- 
rentiirbar ist, in jeder Richtung I stetige Derivirte. 


§. 104. 

Bestimmung. von yd V und der Unstetigkeiten von V. 

Von Wichtigkeit ist nun, wenn V ein Potential ist, die 
Kenntniss von z/ V und der Unstetigkeiten von V und seiner 


S- 


Bo.Htimiuuiirv von J T. 
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Dorivirttiu an don Miidicn Wonn dio Function F in 
l^uiktt‘ p init don Goordina.tcni a*, y/, durcli da,« Iiitognil 


(n 


(It 

r 


i- (I i> 
r 


V : <1 i) 

() V 


(loin 


(hdinirt; wircl, so Idiiinou wir, wcnu p oin ausseror Punkt iat, 
uutor don rntc^gralzoiohen dilTorontiinni, und wir orlialdm 




^ <lr \ 


8J do I 


r.i 

>/ ^ d (?, 

f 0 


und da ,1 ^ = 0 ist, ho Iblgt fiiv einon iiuHSortni Piinkt 




.IV 


0, 


Ist abor p oin innoror Pnnkt, so scdnundon wir dmrJi ciiio 
btdi(‘l)igo goHc.hloHHinio Kliiclic ana doni Uaunu^ t oinon Tlioil r*' 
luu’auH, dor don Punkt j) und, mdgliclior Wcsiso, aAioh oinon Tlioil 
o*'> i\ov Klii(*.ho 0 iniUuilt. I)(ui Ubrigcni Thoil dos Kaumos r, b(‘- 
zoiolnnui wir niit r'\ Knisprcadunid don boidon Riiuiuou r‘> und r’*' 
zoriallt i], in xw(n’ 'riuuh^ 

0 ) • - 11 I- 

uud wtniu wir duiadi dio Ik'./auiduunig d v'\ d 0" juidcmton, (lass 
nio.b dic^ Iniogratiun auf und 0*' (U’stna’.kon soli, so isl, 


(4) 


' V 


(H/t“ 1 

1- d (J" 1 

J 

" ' J 


0 V 


d <;». 


Hiorin kaun p jodon ladiobigoii Punkt di‘s unomlliolu'u Uauinos 
bo.doud'n. KntHiinudiond wird dor zwoiio. Ilostaiicltlioil von /'j, 
dolinirl: 




VI 


* 

* 

9 dr I 

bdiV . 

J 

r ' > 

J 



(I (P. 


Da d(‘r Punkt. p ini IniK'.ron von licgt, ho ist or fur d(ui 
Iluuni oin ilusHoror Punkt, und dio Function gtuiiigt dalior 
iin Raumo dor DiiroriuiUalgltuobung 

(0) /d VI r-. 0, 
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Elfter Absclinitt. 


§. 104 . 


Aus demselben Grunde ist im Inneren von r® stetig, nncl 
wir haben daber an der Flache 6^ 


(7) 


/dV*\ + 

VTiT 


0, 

cv J 

= 0. 


V 


(F*)+ 

Wenn wir nun auf die Function F'’ die Formel §. 99 (4) 
anwenden, so ergiebt sich 

dr’* 


45rF“ 


^Fo 


’r/0F‘’\+ /dFoN—"! dc’' 

J LV Sv/ \'div J _ r 


r 


+ 


J 


[(Fo)-* 


0 - 


wofiir man mit Riicksicht auf (6) und (7) auch setzen kann 


( 8 ) 


4 F^ = — 


^F 


dr° 


\dvj Vdv/ I 1-' 


+ 


(F+ — F") ~ da\ 
'ov 


J 


und wenn man aus (8) und (4) Fj^ eliminirt, so folgt 


( 9 ) 




. 1 

(J/+ — y~~ — 4:7tri) d6^ 


0 , 


und diese Formel gilt fiir jeden Punkt p im Inneren von 
und sie gilt andererseits fiir jeden beliebigen, aus t heraus- 
geschnittenen Raumtheil Nehmen wir zunachst den Raum- 
theil so, dass er die Flache 6 ausschliesst, so fallen in (9) 
die Integrale in Bezug auf d6^ weg, und es folgt, dass in 
jedem Raumtheile ausserhalb dieser Flacben die Differential- 
gleichung 

(10) =r 4:7tQ 

befriedigt sein muss, da, wenn ^V-\-A: 7 tQ in irgend einem 
Raumtheile nur positiv oder nur negativ ware, die Bedingung (9) 
fiir diesen Raumtheil nicht befriedigt sein konnte. 



S, lOk 


Hostiinni u iifr von J V, 
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Ebiiiiso sclilicsst man , dass 
Klilclu', () 


<■» l,(^;) -G^) 


4 TC 8 


in jedem Tlicile <>“ <l(n‘ 
L 

r) - 

I’' — K —4xn) TT^ = 0 
c)v 


scin mnHK. Es ist min <lara.ii zu orimiern, (lass r (lio Ent- 
tnniung i^vv()i(u* Punkte ;p^ q (mit don Coordinaton s nnd 

n, c) ist, dass in (11) q oiu Piudct 
dor KUiclic und li (dn l)(‘li(d)ifi;er 
Punkt in dotn di(‘. Kliic.lu". iP uni}j;ct)('ii- 
don liauim^ ist 
Ks ist al)or 


kig, 15. 


d , . 

r _ Id r 

r.v r- (Hf " 

und folglioh naoh (II): 

f) ) 


oos(r, v) 
■r^ 



(12) 


(IG) + 


4‘ TT. 8 


(!' 


I'* ” — 4- 7C q) oos (r, v) 


Liisst man p auf dor Vorbindungslinio {p^ q) fortrilckou, so 
iimhu’t si(di f, iiiolit ab(m c(is(r, v). Es ist also (12) mir Ix^ 
friodigi, woun in jodom Eliiobontludlo 


(i:t) 

(^■)' fy-') 

\(V/ (>V/ 

(14) 

r ' — V ' — A-Jt- ri, 


und liitu'ln kdnnon (), f, i] l)cdiobig gi^go.bcnu'. Eunotioncn stun. 

ni(‘ flloicdiung (10) wird dio Dirforcniiialgltucluing von 
bnplaco gonanul. 


Zwiil i'tor Al)Hc.hiiiU. 


Beispiele zum Potential. 


§ lor.. 

Das ProMiiin (l(!s l’()(,('.iitiii.ls Mushimi, 


Wir liaboii in !)7, 2. iiacligowicsoii, diiss citic /' 

im ganzon unoudliohon Hanm cnncbaiUg l)(!.sl.iiuiiil. ist. tlurcli I'nl- 
gciido Dcdiiiguugcm; 


1. Ms ist iibtu’all I' -- — 4^-^), wctui () cims gi'gi'liiMic 
stotigc odor unstctigo Muiictiiiiii di's Ortcs isl, 

2. An gc'.wisscn gogebo.iuui Mliichoii (J ist T in dm' Wcisi- 
unstcdig, dass 



4 jr f , I ' ' - r ; 4 X »/, 


wimn e und rj an don Mliudu'n a gogt'liciu' Mniirtinni'ii 
sind und v die Nomalo den- Mliicbo tf in (nnctii bidiolng 
angouoinmonon Sinnn positiv gortic.lmot, licdmitid. 

;•}. Abgc'snluni von d(!u Mliichon rt ist I' iiluTnll stotig und 
liat .st(!tigo Dorivirto. 

4. Ist Ji die MntlVniung dos variablini I’unUlos, aut den 
sich V boziobt, von oituun Ibston l’uid<li' (dom (loonli- 
natenanfangspunkto z. H.), so ist fiir II t 

V r= 0, v-i- ondlicli, 

ol 

■wenn d Vj'dl dio Darivirtn von V in finer ludicdiigen 
Uic'.htung /. ])odmitot. 


§. KM). 


Potential oiuer homo^onen KngeL 
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ICs haiulclt sicli also bei dor Hostiinminig YOn V mu die. 
Intc^gratio a tnuc'.r p a r t i o 1 1 e a 1 ) i T F e r e a t i a I g 1 o i c li ii n g , ivir 
dero.a Ldsuag gowisao Stedigkoitsbediaguagou vorgescliriGben shuL 
Dio latogratioa diosov l)in'oroatia.lglcitduiag ist abor durcdi 
di(‘ Foraiol Di) (8) allgenieia aad vollstiindig geleistct imd cs 
kaaa sicli dabor hoi dor Ib'.haudluag voa ])esoaderon Fallen iiar 
nO(‘h ilaruai luuaUda, die ia jener Foraiel vorkomaioadcu drei- 
iiad i^woifat'.lu'u lategrab^ zu verointaehea. Dazu Fiilirt bisweilon, 
einfacher ala di(‘. Tlad’ormuag der lategrale, eine diroete Inte- 
gration d(‘.r Dinereatialgbdehuag naif oiaeai aaderea Wegc. 

Wir g(d)en bierfiir cinigo Ibdspiole. 


S* i0(). 

kot(uitial oiner lioaiogoaoa Kugel, 


Wir atdaaon ati, dass kcin(', UasUdigkeitKlUlolien 0 ini Folde 
entbaltoa neien, and dans die riluadi(‘.he DicJitigkoit q nur eino 
Funidioa dor Katforauag r voni Coordinatt'aaafaagBpimkt soi, 
<lass also <lic Masst' in conecnitriseluni li()an)g(nioa KugelHchichtea 
vertheili sei. 

Kk inlgt (laaa aus den SyninKdrievi'-rhiiltaisscni , dans aueli 
V nur k'uiudbni von r s('in k:uui. 

Wonn wir da.her dtvn Ausdru(‘.k ./V inieli 42 (11) juif 
Polanu)ordinaton transFornniaui , so (‘,rgud)t si(‘,li fiir V die DiHo- 
routialglt'i(’lnuig 


( 1 ) 


i 

r (i 




ni(‘rauH fulgt diuadi (uanialigc^ Integration, wob(‘.i dio late- 
graiionHcajiiHlaute (bidurch bostiauat wird, dass (l(r V)/(lr nach 4 
Fill* ein uui*ndli(dies r verHehwiudca aniss 


( Ir V 
dr 


I" 


\ rQtlr 


and dundi aoclunalige Int(‘grati(>a, da r V iiir r ™ () vorscdiwiaden 
mUHH 


r 



( 2 ) 
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Zwolfter Abscliniit. 


S. Km. 



Dieser Ansdrnck lasst sicli (lurch piirticlh'. Integration uni- 
formcui. Es ist namlich 

CO CO 

d (r j* TQdr^ — dr j rQdr r*^()(lr 

r V 

und (laraus ergiebt sicli durch Integration von 0 bis r 

** CO ® f 

j dr I rQdr — r j rQilr j r'^Qdr, 


V rr- 4 ?r r Q d r A- — r - q d r, 
r , 


Nun ist 4:7cr-Qdr die Mn,sse dm einer uiunidlicdi cliinnen 
Kugclschalo voni Radius r^ von dcr Dic.ko dr und dtu* Dit’hiigludi- 
() und wenn w also init m die Masse d(‘r gnnzon Kugtd mil. 
deni Hadius r bezoichnen, so ist 

r 

4je I r-'ifdr — in. 


Es wird also 


y in . ' d m 

r . r 


DioHcr Kormcl kdniicn wir iolgoiidon Aiimlriick N'oiuicu 

wir kurz iunoro Masson dio, die dom Mittolpunktf iiiiluT siiul 
als p, ilussoro die, dio waiter ontrernt sind, so kiimieu wir suKcni: 

Das Potential oinor <’.oueeiitris<’lu'n Mushoii- 
verthoilung, bozogeti auf eineii 1‘imkt p, ist 
gloich dein P()t(!ntial dor im Mitti-lpnnkti* ver- 
oinigton innoron Masson, vo.niH^hri, mu das 
Potential dor iluKHereu Masson im M i (. I c 1 - 
p u n k 1 0 . 

Nohmen wir an, es soi p constant im Itinonm oinm’ Kngol 
vorn Radius c, und p ~ 0 aussorhall) diesor Kugel, so crgiolit 
uns die Forrnol (3) I'iir einen inmfreu I’linkt, weil darin die orsio 
Integration jetzt nur bis c auszudelinen ist 




Poieniial eincr homoj]feneu Kug-cl. 
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(r*) 


I — 2 jr y (c'-i r-) 


4ir 

— Q r- ~ 2 7tc-() 



Kiir mum iiiiHHer<'ii Punkt fii.llt das crste Integral in (3j 
ganz weg iind das zweite erlialt die coiistaiito oborti Grenze c. 
Folglich ergicbt sich fur eimm iiusso.ren Punkt 


Man sieht, dass fiir r — c bcido Ausdrucke dtvnsolben Worth 
^ (>7r6'- orluilton. 

Dio Abloitungou luudi r Bind 

4 3T d Va _ 4rjr <i'^ 

'(iT ~ “■ T' (Ir - ~ir ^ 

und gebon fiir r — (? don ul)oroii)Bi/immondon Worth — 

Dio zwoitmi Ableitiingen abor gelxui fiir r — c vorschi(uleuo 
Wortlu^ Wouu man V aln Ordinate zu dor AbHoisse r aiiftriigt, 
B(» (ndu'ilt man aln lUld dicsiu’ FuiHitiou V (due Curve, die Hudi 
aus tniuuu Parabelbogeu von r ~ 0 bin r — r. und oiuom 
hyp(‘rb(dartig(‘n (’urvcmstiitdc dritter Ordiumg von r r-- c bis 
r " ztiH;imm(mHotzt, mid l>(ud(5 Curvonstiloko halion in dom 
Punki(‘. r - ' c di(‘Bolb(‘ 'ra.ngent('. (Fig. 4()). 

Weim dor masBonorriillbi Haum (um.^ von zwcu ooncoutrisc.lum 
Kugolnbegronzt(Ciomogen(^Se,haloist, ho habon wir droierloi llilumt^ 
zu uuti'.rHi’.lundou, l.don Hohlraum 
im Innorcn d(‘r Stdiale, 2, dmi 
HcdiahndVirmigtm Uaum, 3. dtm 
iiuHHtn’ou Raum. Wir wollon das 
Potential fiir di(‘,H(^ droi llauuu^ 
mil l‘i, Fa, \\ b(‘zci(duum, und 
mit Oi, e.j die Radien dor inm'.nm und d(T ilnsHoreii Kugol 

Man orhiilt die gOHuehbm Pot(mtial(^, worm man die na(di 
{5) und (C)) fUr die landon Kugtdn gobildoton Ausdriicike von 
einamhu* Huhtrahirt, und daboi boae.htet, dass der Hohlraum fiir 
luudo Kugoln (‘in inneror, die Sohalo fiir die eino Kugol oin 
innorcu', fiir dio andore eiu au8S(UT,r, und ondlich der H.aum 
aUHBcudialb der Sc.halo fiir heido Kugoln oin iluHsoror ist. So 
funh'-t man 


Fig, 4(;, 



0 i: 


ZwiUrtor AbHchuiit, 


S- b)i;. 
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( 7 ) 


K 

K 


: 2 7 r()(r*.r 
2 7r() ( \j - 

4?r() 6*.;‘ 


- 

2 7 r y ^ , 


'1 jr <) 


VVcna wir liieriii Cg — miaiidlich klcin woi-dun Iumsch tiiul 
() ((‘a — Cl) = 6 sotzeu, ao orgc'.lK'ii uiis F, , Fj die IkiUailiidc 
oilier FUiolumbolegung iiuf dor Kugol. I’, lio/.ii'hl', sioh aiil' den 
Iimeiirainn und K, auf dcii Ausaonrauiii. Man (adiilll, wouii 
man daun C| = Ca — c setzt 

F| — 4jrcf', 

A itr'^f. 

I 1, rr- . 

Fiir r ==-■ c stimmoii lioido Ausdriioko iilioroiii, dugogoii haln'ii 
dio Diii'eroiitiaLi notion ton 


(y) 


d F ; 
dr" 


0 , 


dr, 

dr 


4nr~i- 


dio Difforoiiz — isre.. 

Ilicraiis kdimoii wir oudlicli noch daa Fotontial oiuor kugol- 
fdrmigon DoppolaoJiiclit, alduiton. 

Wir dcnkoii uiia alao wiodor zwoi Kiigcdllilolion mil, don 
lladiou Cl, Ca, aui' douon glcicho mid ontgogmigoHotzto Masaou 
Hiiclumartig anagebroitot .siiid. Die Dichtigkoiton niiiasoii alao 
im umgekehrtcn Vorhilltuisa doi' Kliiohmi, odor was dasKollio ist, 
der Quadrate der Radieu stelien. [at also die Dichtiglceit auf 
dor orstoii Kugol — s, ao iat aie mif dor zweitim f!C,*/c.;. Wir 
erhalten alao daa I'otential iiaoli (8) 

(ca Cl) 

c„ 


V, .r- 


\ . r. 


0 


und weim alao nun c, = Ca ~ c uiul (-(cg 




tj wird : 


F. 


47ri/, 


I'l, ■ 0 . 


I'iS ist also dor Unterachiod V, Fj — win oa soin 

muRH. Fi und V, sind bier conatunt und folglicli ihro Alileilungon 
iiborall == 0. 


S. 107. 


I’litunl.ial eiiu'.H ElHpfloida. 
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§• 107. 

Potential eiiu'.s Klliinsoids. 

Das aroiliuiho (lurch wcilc,lios dus Potential einoK 

luit hoinogenor Masses erlullPui Kllijisoids aus^ro(lru(‘Jct ist, liisst 
sich auf cin (unlaches clliptisches Int('-fi;ral /uriiekfiiUrcii. Ks 
j^'ieht (duo ^rossi> Zalil vou LuHuugou dic^st'.s sowold durcli sidno 
tua-tluviua.tisohtui Seh\vi(',rigkeittni, als durc,h soiiu^, luanuiglacdiou 
Auwoudungou horiilnuUui Probloin.s Diriohlot hat zuerst 
darnur hing(nne.s(ui, da.Hs luau auf solir oinliu^luj Weise zwar 
uicdit v:u (uiKU’ Alilcituiig, wold ahor zu (uiuuu V()llstiindig(ui Ih'.- 
wtuH dc^s Il(*.sultat(‘.s g(‘.la.ugcn kann, wiiiiu inau an (huu hcikanutcu 
Ausdnude dit*. (diaraktoristiHcduvu Kig(niS(diart(ui (U^h Potentials 
(§. lOhj na(dnv(ust. Ditmou^Wog wulhui wir liier, als don kilr- 
/a'slou, (‘iuHcddagon, 

I?H Hoieii a, />, (I di(i Jla.ll)axon dew Ellipsoids, uiul 


a,ur die. Ilauptaxon h(^zog(Mu\ Ghutdiung. Wir l)otra,clittMi 
damditui uocJi dh‘. (lurch (li(^ (}l(U(diuiig 

dargoHtollt(*- Elrudiensc.haar, di(‘,, wenn A (lurch i)OHiiiv{'. Wertho von 
0 bis cfj goht, eim^ Sc.luiar die gegeheno Eliloho innstdiliossondor 
ciuifoealtu* Kllipsoidi^ darstellt. Ist % lu^gativ, ho stcdlt (2) out- 
woder (dii iiuionw Killipsoid odor ein Ilyporlioloid dar, Ikdracliten 
wir (hiu Puukt /> mit d(ui Coordiuateu y, .c? als gogebon, so ist 
(2) (uiu^ c.ul)iK(dit^ (Ucitihung fur A, utid diewe*. hat danu iind mir 
danu (nu(‘ ))ositiv(‘, Wurzol, wenn a?, j/, ^ oiii aussciror Puukt 
zvi d(U’ Eliiclu^. (1) ist. Dioso positivti Wuiy.ol, die wir hinfort 
untc.r A verskdieu wollen, ist danu vermiigo (2) oino Eunetion 
von y, W imn dar Puukt p auf die gcgeb( 3 no EULchc riickt, 
so g( 3 hi A in Null iibar. 

‘) Dii* wichtigHUui Akhiuiclluiigcn iibor dicHcni (Icgcnfitiind nind in 
Onlwald’H „(’hiHHik(‘rn d(jr (3xa(jt(3U WiAHtinHchaflon" , Nr. 19, i^.uHammen- 
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Zwolfter Absclinitt. 


§. 107. 


Wir beweisen nun, dass, wenn q die constante Dichtigkeit 
im Inneren des Ellipsoids bedeutet, die Function 

00 

(3) Fi = :n:() j ^1 — 

0 

flir einen inneren Pnnkt, 

( 4 ) Fa = jrp J (^1 — 

A 

fur einen ausseren Punkt, wenn D die Bedeutung hat 

(5) D = |/ (i + (^1 + A) (i _i_ 




\ 

ds 

q2 — g 

62 -j- s 


' 77 



^2 \ 

ds 

s 

62 _f“ s 

s) 

D 


den charakteristischen Bedingungen §. 105, 1., 2., 3., 4. geniigt. 
Um dies nachzuweisen, bilden wir zunachst die Ableitung nach x: 


( 6 ) 


dVi _ 

27tQ 

C 

00 

f 

ds 

dx 

) a2 _j_ s 2) ’ 

dja ^ _ 

27CQ 1 

00 

r X 

ds 

dx 

1 a2 -|- s D 


wobei zu bemerken isl, dass Va auch in Bezug auf die untere 
Grenze I differentiirt werden muss, dass aber das hiervon her- 
riihrende Glied wegen der Gleichung (2) wegfallt. Wenn der 
Punkt p an die Oberflache riickt, so wird A = 0 und es wird 
Va — Vi und d Vafdx = d Vijdx. Ebenso sind an alien anderen 
Stellen V und dV/dx stetige Functionen von p, Demnach geniigt 
unsere Annabme den Bedingungen 3. 

1st a die kleinste, 6 die grosste unter den Halbaxen des 
Ellipsoids, und 

9.2 — ^2 ^2^ 

SO ist nach (2) 

(7) a2 --j- A < r2 < 

und folglich wird A mit r zugleich unendlich*, ausserdem ist 

abc 


und wenn s > >l ist 


§. 107 . 


Potential eines Ellipsoids. 


257 


0 < 1 — 




Daraus folgt 


^2 5 ^ 5 C2 -|- 5 


< 1 . 


ds 


2 itahc 


(a2+s)%- ^ Va^tpi’ 


und da z dem absoluten Werthe nacli kleiner als r ist, so ist 
dem absoluten Werthe nach 

„ 3 K _ n 7 of 431 abcQr^ 

r2 <; 2xabcor^ ;r-r — , = s r- - '^ 1 

3 a; ^ J (a 2 -f s)% 3 ^(^2 _|_ ;i)s’ 


und mit Riicksicbt auf (7) 

( 8 ) 


r2 

dx ^ 


431 j -ilh^ X 
^abcQ 


was fur A = oo endlicli bleibt. Da man hierin x mit y und mit 
^ vertausclien kaiiu, so ist auch die Bedingung 4 befriedigt, und 
weil bier keine Flacben 6 vorhanden sind, so bleibt nur noch 
die Diiierentialgleichung in 1., §. 105, nachzuweisen. 

Zii diesem Zwecke bilden wir aus (6) 

d^Vi , _ r ds 


dx^- 


woraus 


( 9 ) 

also 

( 10 ) 


zi Vi = — 2 3E ^ 

Es ist aber 
cUogD 
d 


(a® -|- s) 2) ' 

1 1 . _1__\ 

I) va^; -j- ^ -j- s/ ' 

^ Li 1 \ 

is 2 V«^ + s is + s c2 -I- s)' 

A 

= — 43rp. 


z/T 


Fiir einen iiusseren Punkt erlialten. wir, wenn wir denWerth 
von JJ fiir s = A, mit Di bezeichnen: 

02 F„ ^ f ds I 2nQX dX 

— — — j 'sfi) + A ^ 

X 

und daraus, wenn man die entsprecbenden Ausdriicke fiir die 
Differentiation nacli y und ^ bildet: 

Kiomann-Wobcr, Partiollo Difrercntialgloiclmugoii. yj 
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108 . 




"■‘‘IrC 


1 , _L 1 > 

v.a2 s ‘ ^2 ^ s ' c® -j- s/ 


+ 


"Itcq 

~w 


X 


di 


_j 'I ^ _J 8 A 

A 8^ ' P + A oy~^ c2 -fl 


darin lasst sich das Integral mit Hiilfe der Formel (9) ausfuhren, 
iind man erhalt: 


(12) 


^Va— 


y oA 


s 


dl 


CC 0 A I y iv I 

Fi dy ca^pi ^ 


-2). 


Andererseits ergiebt sich durcli Differentiation der die Func- 
tion A definirenden Gleichung (2): 


r_ 




(13) 


2x 

ci^ — j** A [_(^^~f”i)^ 

2y 

fes+Aj 

= r 

A 


^ + 
2 


^^2 


(8^ — |— A)2 
2/2 


+ 

+ 


] 0A 
(c2-j-A)2_ a a: 
^2 1 ^ 


( 62 -|-A )2 ' (c2-j-X)2j 02/ 


rc2 2/2 

|_((Z^ —j— j^,j2 


+ 


-e '2 1 8 A 

(c2 + A)2j ^ 


a2 ’ 

y 


62 + A’ 


|c2 + A' 

woraus, wenn man mit den rechts stehenden Factoren multi- 
plicirt, addirt, iind einen gemeinschaftliclien Factor abwirft: 

X dl ^ y dl ^ 0 dl 

■i" ^ 


(14) 


00 


a^ + A dx 
und hiernacli erhalt man aiis (12) 

(15) z/K. = 0. 

Damit ist nachgewiesen, dass die durcli (3) und (4) gegebene 
Function Vi und Va die charakteristischen Eigenschaften des 
Potentials hat, und dass sie also das Potential eines homogenen 
dreiaxigen Ellipsoides wirklich darstellt. 


j §. 108. 

I Ellipsoidische Schale, 

i 

I 

I Nachdem das Potential eines homogenen Ellipsoides gefunden 

i ist, konnen wir leicht das Potential einer von zwei Ellipsoiden 

begrenzten Schale bcrechnen. Man hat nur das Potential des 
' inneren Ellipsoides von dem des ausseren abzuziehen. 

i Wir betrachten hier den besonderen Fall, dass* die beiden 

Ellipsoide ahnlich und ahnlich gelegen sind, und es mogen, 


S. 108. 


KllipHoidiflclio Sclialo. 
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wciin a% c- (lie Quadrate dor nall)axeu des innei’eii Ellipsoidos 
sind, die di's ilussoron luit 

r--. aii (L (Y), h{ — (1 -| ~ (V), (1 -f 

Ix'zoiohnot Hoiiu Lassou wir daiiii (V unoiulli(‘,h klein werdoii, so 
orhalt('u wir (uno Khiohciikolo^im^’, dio n.l)er nicht liber die 

^aiizo OboriUudu'. constant, sondorn init dom unoiidlich kloinen 
Nornialabstaud dor biudou Fliicluni proportional ist. Wir be- 
xoiclinon, win boi der Kugolschalo, init }\ das rotential fiir 

eiiuMi Ibinkt iin Itohlraiiin , init V,^ fur ciuen Punkt zwisclieii 
boidon b'lilclnui, und init Fg fiir oinon iiussoren Punkt. Wir 
woUt'U nur und b”;, g(‘.nauor botrachten, da dio Punkto der 
Scliab'. solbst fiir don (Ironzfall olnio Intorosso sind. Wird das 

Potential fur das innero blllipsoid init F, fiir das iiusscro mit 

F' bozeicluud, so ist 

(4) F, F. 

Wir Inibou nun nach §. 107 (3) 

PF-- 

_ //“ \ds 

(F(|-| (V)H-s ly^{\-\^i))^\ S riMi I + 

wenn ./)' aus I) luu'Vorgidit durcb dio Vortauscliung vou a, c 
init Uj, hi, r,. Wtuin nuui dariu s - • (I -| - (Y) ,s' K(d;zt, und dann 
d(m Ae.cu'.nt Ixd .s' witulor wc^gliissl, so koinini 

(o) b'-r— gr() 

und folglicb 

(6) F, I 

0 










(is 

T) 



woraus das inerkwiirdigo Uosultat folgt, dass das Potential 
\\ von .r, ^ unabliilngig ist. 

Uin I], zu bildim, lialxui %vir die Fornnd 107 (4) anzu- 
w(uid(‘n. In doiu Ausdriudc fiir b« ist dio unterc (Irenzc A' dio 
poBilivo Wurznl d(T (Uoiclumg 




j/ii 




aV I -! ■()) i P ’ //^(l -I ()j I P ^ (1^(1 I d) H P ’ 
und wonn wir also bier nueh 8^(1-| setzen, bo wird 

fiir k' die untero (ironzo A'' r- A'/(l + c)), und ist die posi- 
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Zwi'ilft I' r AlisiOiuitl. 


s. lus. 


tive Wufzel iler (Jl('i(!liuii^ 

. I . 

I ■ V ' 

Ks ist (liuui 


K,; : - ’K.fi 
uiul Iblglic.h 
(7) ]\T-rX() 


(l ^ . 

X 

J'O 


' 


! 

1 ■ A. 




* ' 

»-i 1 

s 

1.^ . .s- 

(•■■■ ; h) 1) 

.1'" 



\iU 

it~ 1 w 

Ir 

‘ »s* 

1 

r- ■ s Wt 

1 ■ jr (» 1^ 

J 




Wir lassoa joixt, am xar Klia'la’alialr^uag iilN‘r/af,.(<‘h<ai, c) 
uncaullii'Ji kl(3ia lual uacMuUich win'tb'U, jftltiah thins 

(hV omou outllii'-luMi Wm’th liahiilL Dana winl in firm Atintlruak 

(7) dor (3rHio 'Fhail naradlit’li klrin, wril aifht aar tlir hritlra 
(haaixini xuHannuaalallcu, Htaaitn'n atadi Ufudi tlrr I hl!<‘rrutial- 
<luot/i(3at anah V' I'iir d ■ • i) varHahwiadrl |wr.‘^t*a dar tUrirhanif 
§. 107 (2)1 iiud OH tjrgitdd siah 

(8) i; : ■ sr () 6 I 

withroad dcjr Ausdruc'k (d) fur l\ aurh lur tlra Fall riiirn vtu’- 
mdiwiudmuh'-u (V auc.li •^ilh Man sirht, dann dtr Fuiu'tif»ara F^ 
uud I'l aa (hu* Oharihiala^ str(i|< in fdauiaha' ul»rirtahru. 

Dio FliloluuulirhU^dcait i kianiaa wir rutnrdrr ja tlta* ulma 
nngodo.iitcdcu Widsi* gi^oairtriHrli hrHtiimuru, tairr atirli uarlt tlrr 
Fonnid 101 (Id) 

/ d r \ 5 / r? r , 

(v.') (,-J 

Zioluai wir diirah tUi* Flartu* Kdliiradilr'i im Ftiukli* 
a?, ^ oiiHt Naraiala a, aaah inm*^ra hh I } 


Frrarr F 
i ari. 


F^ mid iialuT 


alno couBlanl tual (r I' d a) o. 

y. 

r a 

Bildiai wir ilii'si'u Ansilruck ii.'u’h tli-r it* tier 

naoh tltir Dill'an'iilmlitiu I it, aKit () t /n ini, wi'il 


§. 108. 


I'll li ji ao Uliachc 8 dial e. 


2f)l 


ilor I)ilVor('ntial((\ioiiout liir eiiuiii Piinkt der Obcrlliiclio zu iiclinnMi 
ist, so foljjjt: 


(0) . r- : 


Q(^ dX . , , fU , , , gA , '1 

„ (‘Qs (<1/ ~ COS (7;, y) cos (7/, ;i0 . 

Rs Lst a.l)(0‘ iificli bekaiiiitcii Forinclu dor aiialytisclion Oeo- 
iuot'Vi(‘ 

■- ^ 

wmnn zur Abkiirzuiig 

i/.t"-' , «- , 

f «■> 


(10) 




r 

/i‘ 


j^OHotzl; isk, ami os ist dahor iiach §. 107 (14) 
(111 


/ \ I (1 H / . 1 0 H / V 

COs(v, .r) I (!()H (7', V/) -I- ~ cohOk, .;■) 


2 

jjj ’ 


luul dio Flilcliondicliti^kidt nacli (D) 


(il) 


£ r. 


() ()' 


In don Schoitcdii dos Klli])Soid(‘s wird z. Ik di(‘i Dic.htigkcit 


Q 




o 


Q a 


6'. 


l)(‘r W(ud.li von (j (V liisst sich (dufju'.li durch di('( {.^('.sannnto 
in dor (dlipsoidisclion S{*.hal('. (‘nih;dton(\ Mass(‘. lii (hirstollon. Es 
isl nilinliidi dic^ Masso dos innin'ou Ellipsoidos 

Att. . 

uml di('. (l(‘H iluHsi'.rou 

■'.* al>CQ i\ I (V ■ ~ al>ct> (^l I ~ (V^ 

fiir oin uiunnllicdi kkum^H (V. Kol|j;li(di ist dio Muhho der Hcliiilo 

nt ' ‘ "2 7C a h c () () 

tmd daraiiH 

m 

4 7C a h e il) 


Drui/i‘lni t (M* Abs<’hii it t. 


K XI g © 1 f u n 0 t i o n 0 n. 
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[Oil. 

Dio (* rooii’Ht'lu'. iMiut’tnni Hir Kugf*!. 

Wir luibuii iu jj, (17 (i immmi Hrlu* buiuiinu (i als oiut^ 
Function you zwoi Punkton p, q iu\ Inumni tnuns ho-^rini/.loti 
RaumoH z doliiiirt, die, als Kunr.tion vtni q liidrarltit-t , iniuThalh 
r dor Difforcuitialgloicdiunf^ 

( 1 ) t» 

goniigt, und an dor Obortliioho 0 di*s Ilaumos t \rr^.tdtwiiHl(d ; 
aussordom sollto din Kuntdiou (i t [ [pii), \m‘Uu (;m/i illv Hut* 

tonnuig drr bridm Punkir p 
ujut q int , indf d ilirtni Aldta- 
tiiugcin iu r ?4»dig 

Wfuu tiit* (i riM^Phrlu* k uuc‘“ 
tinii bnkaiiut whi\ ho kuiiuiou 
wir, wir wir hat»ru, dii^ 

lMtlrriniliali»hurhui4» J T ■ n 
iVn* tUni itaum t uiitin’ tl«n‘ Vijr- 
uUHMrt/uiu«: Itt.f'U, da‘r. dir^ Puur- 
'v litui 1 an drr ntii-iilat hr O \nu 

r lHdirt»i|.t War. Wir 

wollon nun dit* FunoXion (! fiir dru Kail lir>duuiu*'u, tlims d‘*r 
liauni t durrh (din^ Kiigtdiliirltr imt drui Uatliu i r liri^rru/t ini, 
Dazu liilirl oinr Hi‘hr ninlHflu* tdruinitai r^reiuiiUrrirhi^ Pr*. 
traolitung, wonn wir lujs darau rriuurru, tta%^ uarli !m; iirr 
rooij)rok(i Worth irgoud zw»*ij*r Puiikir uU 1 tiurfiMU dr. rjam 
von ihiitin iinnuT tlt*r DilVorontialghirhiuo^ ./I n ifrnsiol. 


/' 


y 


§• 1 lU'.st i ni ni u n ^ f ines I'etentinlH in eiiifr Knjjfol. 2 (k) 

Ks sei p t‘in I'unkt innerlinlh der Kii^'ol, im Abstand r voin 
Zii Jculciu buuktf. p kaini man oiiioii bc- 
HtimmUm /Ai|>:(‘luiriKmi ilusst'ron Piiidcl, p* (indon, dor auf dem- 
sidbi'ii UadiuH in dm* kbitibnuing r* vom MiUdpuiikto liegt, und so, 
duHs c dio. luiUloro Proporlionah'. zwisf.lum r und r' ist, dass also 
(2) rr' r-- 

DioBor Punkt // luussi (hu* ha, rmoniscdio Pol von p. Man 
kauu ilin buolit a\is dcun Sal/av (U)nstruiron, dass p in dcr Kbonc 
(U‘S KroiscH bogt, in doiu dor von p' ausla.uri‘nd(‘ 'rangenteu- 
k(‘gol dio Kugol lu'riilirt;. I)(‘r Punkt (f mdgo anf oiiuuu Radius, 
<hu' mil r d('U Winktd. f hildtd., in d(‘r Kntibrnung q vom Mittol- 
punkt(‘ lit'gtai. Riickt (hu* Punkt r/ auf (Umisollnm Radius fort- 
sfliroiloud auf di(* Kugolllilcho mu'-h //(,, so wordon dio boidon 
Dnnot’.ki^ uud (o//r/o) oinaudtu' ilhulhdi; d(‘im sic liabon 

d<msoilKm Winked p, und os int w(‘g(m (2) 

{(III) : ((i(f„) • ■ (fH/„) : {oji'). 

Iliiu’aus tblgl also aiudi 

(l>'<h) ■ {p<k) (<>%) ■ (op) — (' : >•, 

nisi) 

(P'h) ' 

Wi'iiii 7 vnrinlii'l ist, mid ;) und rolglic.h aucli p' fost., so bloibt 
f nn(j;('ilndorl, uud wonii wir dalusr 

^’ rill'll) '(ii'ii) 

stdvitm, HO bUdbl diost^ Fuuotion, da p' tdii ilussoror, q oiu innoror 
Punkt ist, im Inni‘rou dor Kugc.l mit Ausnalnno dos Punktes p 
ondlicdi und Htotig, und sioi bat wu'gon (3) alb^ (dniraktorintiHedion 
Kigensobaf’ton dor (SrtuuPsednm Kunotiou. 

Dorsedbi^ Ausdnude gi(d)t uns a.uo.h dio (Srroon’Hcdu‘, Pun(5tion 
iTir <lon AuHHonruum dm* Kugo.l, wemn p uud q iuiHSoro Punkto 
siuil und p' im Inmu’on liogt. 

S* 110. 

Hosiimmung cmtioh Potontials in (dnor Kiigcd l)oi 
g(»god)onon ()lM*rriaolion W(‘rtbon. 

I)i(‘ j{‘t‘/t boHlimmtt! (IrooipHedm Kiumtion wcnidGU wir nun 
mv Ltksung dor Aufgal )0 an, oino Knnoiion V zu l>ostimnum, dio 


Dri'izolui tor AIihoIi n i 1 1. 


S- HO. 


2U 


im. Innorii (1 <t Kn.i^ol luit ihrcu Ih^rivirtcii stuti,i^ ist luul i\n> 
UiftercntiiilgU'iclinniL? luul tliuau (lt‘r Oluniliu'luv 

in eiu(‘. dort Ortsfunctioii Aul'ijjalut 

wil'd j(d'/t {.((ddsi. (lurch di(^ Kuriutd fj. S)7 (2), in d^r wir ITir (I 
die Kuiu’.iioii (4) dos vori{:!:{'u ParaL!:ra|du‘U uud fill* r di<‘ Kut- 
feniuii^^ (h'r Ihiuktt^ p, q /u act/.iai hai»en. lh*/.ricluuai wir mil 
Q don AbHtand dos IhinkUis r/ vom Ku.i^«diai(l(d[»iuikl(\ su lallt 
die uaidi iiinon ^wichtoUi Nm'inalt^ u niit dm* (ha* ah- 

ludnnoudtm () s^usaiuiuon, uml dit' aii^^t'filhrtt* Kurmtd 


(0 


4?r V - 


d> ^ 

'■ ' ‘ 

♦ f 

,)• (j/ »/) 1 p '/) 


tl ((. 


Darin mt do ein Olau’ilaciumeham'ut der uud (p isi 

dor Worth dii'.so.r Kunoiion iu laimm Duuklt^ dirso.s KhaumiifK* 
In doiu naidi q diiVt'roniiirli’U Au’^drut'k isl uarh dm* l)i(lt»rtni- 
tiation {) ^ o y.n Hotzon. 

Kh ist ahor, woau dm* ^Yirdvol zwisolam r und o init y Ik*- 
zi'icdinot wird, 


( 2 ) 

und folglicJi 

00 

^ <>i> ir 


ip '!) 
ip''l) 


... y,. 

I 




y (P’d) (dVi 


/• (Ml 4 y 

I// qi 


r r fus y 
r (//(/)^ 

(J(*hoti wir mil diesmn Ausdnu’k an di(' niierlhiolu*, wird 
Q ~ a und (;/(/) 0^7) !?!• dann ^irh fur dc‘U 

Ausdriic.lc (li) wo|j;mi rr* * m- {‘rgiidil 
I/'* 


0 ' '/)•' 


(r't’usy r) rcuH)* ; r 


r I Jfi q 


Dmnna(di fulfil huh (1) 


(4) 


Aitc l \, 


<P 


ir ’ 


r-i di 


] 'Jrrviriy * r' 

odor, wmui wir /.ur W^rciufatduuui; r — 1 

1 1 r '|(/u 


c>) 


'i> 


Man siohl t*s dii'.Ho.m Ausdriiek uirhl unf dru riHUim lilirk 
ail, (lasH, woiin p aul' winfin Umliiis iu di-u t )l(,-rllji.) lo-u|iuiikl /i„ 


S‘ 


cliuis I* o tnutialH in einer 
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riif.ki, I'j, ilt‘n Wi'.rUi <l\) iinuiinmi, don in dem Punkto p^^ hat. 
Donu os hat dtn* Ausdru{*k diai iVir r ~ 1 Yorsohwindcndou ka.o- 
tnr 1 r*, wilhroud andororsoits das lutogral fur r — 1 uii- 

i‘.ndli(‘.h wink 

Um dit'son Ihiiikt aailzukliiinui, h'.jjjoii wir dio Axe ciiios 
PnlHri'oonlinatonsystcTUs a,uf (ha* durch den Punkt 

p, Hi) dass dor Nordpol wink Ks ist (la,im y das Comploinciit 
(liM* }i;ia)|j;raphls(‘h(‘n Ihaato, uud woiiii t/' die {^(M)^ra.phisoho Tjiingo 
isk so wird 

do — sin ydyd t/*. 


Dor Ausdruck (5) orgi(d)i dann 


Uflf St 

(()) Ax r - (I — )•■•'•) I dt 
wir Hol/«‘U 
0) 


'lx 


u n 

y /r 

1 <I> d 4> ■“ W, 


f[, Hiuyr/y 

]' I — 2'r o.os ' I- 


t) 


HO ihiHH (*^) oh\i\ Kuuotion von y alltan ist, dio das arithmotiacho 
Mittol d(‘r \V(‘rl.ho von 0 aaif mmn Parallolknus ist. Dann 
wird (6) 


(B) 


VI 


W sin yd y 
« 2 r cos y - 1 • r- 


I'm don (iron/Avan'tli diosoH Ausdrao-ks fur r — 1 /ai or- 
miUidii, iu‘hiu(*n wir (dnon hcdio.bigon Winkol ?:wis(‘.hon 0 und % 
uiul Hotzon 

tj 

|- . 1 • - I (") sill ydy 

’’ ‘J J V 1 — I r v.oHy -1 . 

U ' ' ' 

rf 

j I /•«’ r 

2 j d i ™ 2r o.osy 4- 
»/ 

uud hicn* vcu’scdiwindcd, nun dor zw(dt(^ Tlunl fiir r I , W(‘J1 die 
Function I — 2r <’ 0 H)' f- fdr r r— 1 und 'yj ^ y ^r. nicht 
var.s(‘hwind(d, Kh hainhdt sitdi dahor niir nooli um dio Dcatim- 
nning d(*H (ircm/AVorlhos d(‘B (U’sttm Theiloa. Ist alior <un 
MitUdworth dc*r hhundaou (») in dmn Intcrvall 0 ^ y ^ rp so ist 


1> ri‘ i/.t! li It If r AliHf Im i ( 1. 
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‘i()6 


nacli clem Mittelwerthsal// 


(10) 


sill ydy 

y 1 — 2 r I'.os^' “ I - r'”*' 


[’ sinj'f/}* 

J ] I — 2 r i't)s y 


r* ' 


uiul 0 .S isl; (las uiihestiiumle. 

* siny^/y I 1 

, y 1 — 2f cosy r-’'‘ ] 1 2 r rds y | 

setzen wir also die (In'iizen ein, so winl das Inlt‘*n'al (It)) 


1 / 1 ^ ^ I 

r " \1 — • r I 1 ‘Jrt-osf/ 

Woliii wir also die (llicMlor, die fur r 
lussenj so orgioht sioh aus (!^) 



vrrsrhwindiu), \V(‘g- 


was fiir r rr- 1 in iiborgelit Da nuii ulun* ?/ Iiidirhig kluiu 

aiigcuiommcm w('nleu kaun, so isl, wtuiigsttuis wtmn H fiir y t) 
als stotig vorausguHotz/ wird, (% iiirhtH uudt*rrs uls dor Worth 
von 0*) im Ibiukto yni inid aus (7) grht lnu*vni\ dash, Wfuu 0 
ini Pmikto stolig in tdinni iH'siiiumtau Worth 0 ,, i'lhorgoht^ 
0Q — (% ist Das war die Kordoriuig, ih*r dio Kuncti»in l\, 
nlxgen sollt(\ Uuhito Aimlysa gii‘ht uus ahor lundi oi was WoitrroH; 
sio zeigt, dass, wiuui die Funrtion 0 iui Ihiuktr uii*ht ^totig 
in ciiHui l)(iHtinnnt(ui Wiu’th iiborgolil, woun also ilir (irmr/avinih 
alihaiigig ist von dor lUolitung, in (h»r inuu in dmi Dunkt p,, tun- 
cnngelit, daiin dicn^’ninaioii auf doni luirh p,, fiihrriulrn Uaditts 
in don Mit to 1 worth alli*r uia hr ruin h! u 1 1 fi nd r n d 0 a 
Functionswor th(‘ 0 ubt^rgrht. 
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Poiontial im AusHonraum rinrr Kugid. 

Man kann aul dmuHcdbrn dit* Iiiisiuig d«*r tiUdrhung 

r rr:: 0 (h)(l(m fill* dm AusHonraum rinrr Kugtd, wmn dir 
Wortho von F auf dor Ohrrtlar.hr grgrlim simL uml uorh dir 
Dodinguiig lunzulvoniniF dans I ini 1 nrndlirhru vrrHrhwimhm 
soil. Man golaiigi zur Lilsung dipsar Autgabr ahn* nnrh tdn« 


S‘ 


Pnt i'ii } ial im A liHsarirainti cinor Ivugel. ‘Jt)7 


father (lurch lUuiutzuug (uuus allgcmcuncii Satees, der auoh IVir 
mau(‘.lu'. aniltu'(‘ Auw(uitluug(‘u uiitzUch ist, und der sich uiiinittel- 
bar aus (‘intir bcsaiuU'nui Form dm* I)illorcutialgloichuug 

. / r ■ 0 


ai)hdt(m liisst. Wiuni ^Yir niimlic.h dmi Ausdnu'.k . J F nacli 42 
(11) aul* rolaiT.oonlinaU'.u -I)', cp tra,imrornurmi uiul 

(1) I'rF"— logr-T^ 

s(dz(ajj HO I'rhiUl die (ih'iohung .J]’ 0 di(^ Form 




/ ' 


siii'i)' 


U 


0 II 


sin {)• 






olJl 

'() 


uud (li(‘S(‘ (ihdc.luuig hltubt utigoiliuliu’t, wonu I ,iu — X oder, 
was (lusst'lbtt ist, r in 1 /r V(’rwa.iid(dt wird. 

Slatt 1/r kaun man aurh c'^/r Hotzoi), wenn e (uno beliolugo 
C-oiisianU^ ist. 



\Y(‘nn also 



(■>) 



r - F(r, 

•If') 


i' i 11 0 

Ft) sung 

(In r (Uc*. ic 

li u nf( r ■ 0 ist, so (ir 


Itiili. 

man dar 

‘a. us (diH^ 

zwoito, 

('ll 


,o 

^ ^ /r 
r \ r 



luul W(*iiu di (5 diosnr k'uiic tioaon filr r ~ () 

ondlich bltnl)i, ho wire! die zwcitc'i fiir r — a- 
vt*rH( 5 b will d(Mid klinia 


Wir balioii olam :^W(d Pankte, din auf dnmBelbmi Radius 
vnedor luid vom Niillpunkt din AbHtiuidn r uud rf^/r baboii, 

harmouimdie Pule in lk‘zug a,ur die Kug(d luit (hmi Radius c g(‘- 
namii. LiiHst man jculeu Punki Hidnem bannouiseduiu Pole, oiit- 
spnu’lum, HO erhiilt man t‘inn Abbildiing dim Rauuum auf siidi 
snlliHl, bei dn.r (bmi Innonm der Kug(d das Aoukscut. (uitHjiricdil 
und uingtdcnhri. Man nmmt dit‘H di(‘ Abliilduug durcli reei- 
proke Radituu W(md(’t man di(^H Verfahrim auf di(^ FornHd(4) 
d(‘s vorignn Paragruidinn an, ho (u-hiill: man oiuo Function 


(r>) 


4 7TV F;, 



(fl . ^.S) do 

- 2rn(*.os)> | 




wurin do (‘in Flnmniil der Kugnlllii(di(‘ mil (hmi liiidius n, 
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I ) nautili nt (.U‘ Aim elm it I. 


S- ll'J, 


r (Icr Abstaud (lt‘s Puiikies vom Ktip;olnnUt*l|)unld, y ib'r Wiiiki'l 
zwisclien drai lia(liouv(‘Citt)rcni na(-h p uml nach da and (l> aiiu* 
an (ler Kuii^id(liii:h(‘. willkilrli(di ist* Dicsi' Kiiui’- 

tion r, als Kunciion voii p ludrju.htid., Lijiaiua;!. dav Dillbnadial- 

gloicliiing JV 0, ist im gair/aii Aussiairaum (b‘r Kuii^id {‘laU 

Hell and and iiu lhi(‘ndlitda’U vta'scdiwinilmd kbaa and 

uiiaiat an dor Olaadliiolu'. dor Ka^^ol dtai Wortli 0 an, wobta 
ill Unst(‘ti|i;koitsHttdUai dor Kanidion 0 dor (Ironzwrrth fiir r ““-rj 
nach d('.r VorHchrift don lid-zton Ikirapjraphini za doiiairtai int. 


I)i<^ (3infach(‘n K u /j^ol fa lud inut'n. 


Woini man dio, Kanoiian I' iTu’ tnnon innoron rank!, dit‘ in 
5^. lU) (5) diirch oin Inti'jL^ral illua- dio Kui(tdtd)ortl;iolio dar- 
gestidlt isi;, in oini'- Hnilio na(di sha’gondon 1‘olonzon vrm r onl- 
wio-koln will, ist. os zunilchst ladbnhadicdi, ilio (Inisso 


( 1 ) 



I 

2 r oas }* 


; r'4 


nacli Btiagimdoa Pobnizim von r zu oatwirkoln. was gi^staitot ist, 
so langi*. r I ist Wir sid/.im dio^o ICnt wiokidang juit an« 
bostimmton (loid'IUdtmton in d(‘r Form an: 


(2) ( r/\ : r'P, ! ••. 

-:v r/.,. 

n M 

Ilioi'iii 8111(1 dio (’.ooflic’.ii'iitcii /’„ od.'i’ ('uni'!* riiUo- 

iialo 1 ' unctiouou von oosj*, juil' dcriMi llililiiiigHj'fsct/, wir ziiriiok- 
koiiim('n. Sio wc-rdon KuKi'lfunc.liiiin'u luid zwiir /'„(c(tsj') 
dio Ku jfcilfuiiotio n k'''’ Orduunn; j^oiisiunt. 

Zum Untorsohiodo von don ('loioli m onviiltnondon idl- 
f'tiiindnon Kugcslfunotionon hoisMon sio nitoli oini'aolio Kunol- 
{'iino, (.ion on. 

llni hiormis dio Kuhviokolunf,' voii V sollmt zn nrlndlon, 
hildon wir znniio.list nus (1) und (2) duroli Diiroronlmlion nnoh r: 


2roosj' 2 /*•* 
y 1 — 2 r ooH y ^ 


^ 2 nr” /'„(ntsyj, 


)} If 


112 . 


nil' (‘iuriic h(‘ii K f uuctio nciL 
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und (Innuis tlnndi Addition vou Jt 

Iliin’uiudi t‘rij;inl)t sink inudi §. 110 (5) 

(:!) -t Jr I',, C2n I l)r'‘ 1 % I>„(coHr)do. 

)» 0 

Ilinrin luMUMikd., mu djiniii m uriniiorn, r dcui Abstaiul des 
Punkl(‘H p vum KufjjtduiitUdpuukU^ n, (j uiuou Punkt di^H Kle- 
nunilus ih^ dtu’ Kujj;(dlliu*.lu‘, y dim VVinkol {p o q) uud don 
Worth dor Funoiiim <U \m Punkie (p 

Zur Voroinlaohnui;' dos Ausdriio.kH wollon wir rcsisot/.ou, das« 
in tdnimi Puukii'. 7, in dmn (l> miBiotig ist, untor dcr iiu 
110 dolinirlo. MittidworUi allo.r uin ([ st}i.ttruuloudou Wortlio 
von zu viu’sUdum stu. 

Wimu wir don Ihuiki p atif diun Radius r in dio Kugid- 
llih*h(» liiu(unrii<’k(m lasson, sn gold;, wio wir gOHolum liaboii, di<‘. 
duroh vj. 110(5) (hdinirU^ Pmudinu ilbor. M/iolum wir 

dimsidbon ( irtm/iilH-rgang anf dm* naditim Soito von (0), so folgt 

m , 

( 4 ) ^ I 1) 1 

U U 

Dio Iliohiigkoit dhmor Korinid wiirdi* a.us dom AberHohoii 
SaP/i^ (S. 25) hdgim, wonn dio. Oonvorgonz dor Roiho fostsiiinde. 
Dii'Ho. isi untor ginvinson, s(du* allgoiucunim Voraussot'/iingon iibor 
di(^ Kunotion < 1 * vou Diriodilot l)(‘wiuaouD’ Vuv dio, Anwcmdung 
aut dio Intogrution dc‘r partiollon DilTor(miialgl(3ioduingon dim 
mailioiuatisidion Physik gouiigt abor dio duro.h dii^ Bctruchtuugim 
d(‘s no l)C'wioso,uo. Fornud 

ffi) -Itt'/*,, • • Hill ^ (‘ill I I)''" \ d>,,P,t(coi{y)(lo, 

wolii'i OH iiul’ dio lUmvi‘r}^(‘iiz iliT Iloiho an dor (Jroiizo r - • 1 
nielli woilor ankimmd. 


I Uiri.-I.I.'I’H Werko, ltd, I,, S. Ml. 
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D r t* i /. 0 . hut o r A h s c Ijni 1 1 . 




lia. 

Dio all^^nuuiunon KiiiifiDrunoi 


Dio Coonioioutou dor Knt.wiolvtdmij^ (4 1 iWv Kniu‘.{i<in 1'^,, 
also (lio Functiouou 

(1) ' I {(MIS)') '/"i. 

•I jr .1 

hoissoii (lie allgomciuon Kug(‘.lfunt’iionon. Ks siutl Imuh^- 
tioneu der Goordhiatcoi oin(‘s Punkto.s auf dto’ Kiuhcdtsku^ol, 
iiamlicli (bs Punktos, iu dom di‘.r Radius r diosc' Ku^^tdlliiolion 
trifTt, 

Worm \vii‘ dor Kinfat'.hhoii wtajjcai Jcdy.t dan Iadov p wo^. 
lasseii, so urgiobt sioli aus §. 112 (.’») 

(2) r r- ^ r” )■««'. 


Urn (lb liildtiag voa (hoRliola’r y.n ithorstdaoi, fiihn*n 
wir Polarcoordinatou in it Indiohigom l*ol and Anraiigsinoridinn 
Kjg. 4H. oin. 1st i> dtn* Rolabstiuid and ilio googruplustda^ 
HO soion I)' dio Polarotjordinaton dos 



( 5 ) 


Puaktos p and I, (p\ dit* von ?/. Naoh (dian* 
Formal dor sphilriscdani 'rrigtaanut'lrit* isl 

(3) cos y r— (’OS 0 (*oH 0* • sin 0 ^in I)'- ooh lo 

(4) («) -- iy tf\ 

Vovwr 

(I a ' sin }^^ tl It' f/ (p* 

uml rolgli(!h 
2 n. • I I ' 

*1 Tt 


(/f// ffi') /*„ lous 1*1 dnlF^/ if. 


Da P„, win soJioii (oaviilmt, (*ino g.-umo ratiunalo Function 
von cosy iHt, so wird natdi (d) oino gan/o ndionalo Function 
von cos'f)', siiU)' cos rp, sin {>* hIu (p, Wwi dcr willkurlichcu I'dinction 
0 liilngmi iu nur di(' ('ordTuncntcn dicHiu’ Fancfinn, nlno cine 
gowisscr Anzahl willkiirli(du‘r (kmslautrn alu 

Dio durcdi di(» Fonutd (2) mmginlrdcktc Function F gcnii»it 


§. 113 . 


Die al Igeine i luui Kugelfunctionciu 
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der Dillen'iitialgleicliung T — o, uiid wenn Avir zJ I" uadi 
‘12 (11) auf Polarcoordinateii traiisforiuiron, so orhaltcu wir 
fiir I' Difforiuitialgloiclmiig: 

r‘‘ r 




, 0 sin'll ^ ^ 

, 1 ‘(> 3 ' , 1 'riM' 


dr- 


sin 'll 


ir) 'i)' 


r: 0, 


sill'll- dq>‘^ 

Botziui wir liicriu don Ausdruck (2) uud sotzen in der so 
outstdii'iiden Kntwickolung die Codflloiontau din' einzolneu To- 
tonzini von r gloicli Null, so orgiobt sich fiir die jiartiollo 
Dinbrinitialgloidmng: 


( 5 ) 


sill'll d'll ' sill'll- f) 9 ^ 

odor, wonn man fiir al die Yariablo x r- 
() 


(H) 


f)(l — a;a) 


dx 


1 


dx 


1 


(yi }\n) 
X- '()(p- 


f n(9^4d):Ft»^) r-rtO, 
— COS 'll oinfulirt: 

4 n {n - 1- 1) 0. 


(f) 


9(1 


Da die Kuiu'.tion /{ r--- (1 — 2f cos y ■ j r-) * als Functitm 
YOU r, i>, (p fflc.iclrlnlls de.r DilidvcuUalf^lcicluiiifJ! /7 7i •“ 0 {^cuiiigt, 
HO orhiill man fiir dio Knt,wi<dv(diings('.()i>nicii'.id.(’u diosor Kniu'.tion, 
d. li. fiir dio FiinctioiUMi /’..(cos,'), dicsodlio Dinbroutialgloioliung: 

i’DnO'osy) 

9, a . 1 (“/’„(oosy) 

9 .a ' I — x'^ 

- 1 n (n - 1 - 1 ) /'„ (cos y) — 0. 

Sofzt. man dnriii li' r— o, so wird cosy cosl)' — x nnd 
7'n(i’osyj gold, in dio Function .Z’„ (a:) iihor, dio von cp unab- 
liiingig ist. Dio Dillbrontialgloioliung (i)} bloibt abor auch danu 
nocli ric.litig nnd gi(d»t uino linoaro DilTorimtialglcnchung zwoitor 
Ordnung tnr I‘„{x) 


(W) 

od(U‘ anoli 


(l{\ 


(lx 


II {n - ) ■ 1) P„ ” 0, 


( 11 ; (l-^x^) 


div- 


1 ) /^. 


0 . 
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I ) i* V. i /. Li h u ( e I* A h H c h ti i n . 


§• H-l. 


Il-L 

Da,rst(’ Hung dor oinraohon K iaaoti onon. 

Am (‘iiifacdiHtou erhilU iiiaa doa Ausdniok liir dio Kui'^d- 
ruiictioucii Nvonu man in 


^ y I - 2rons}' j r- 

(Ion biuomiK(;li('n Tjolirsatz ainviuidi'l. Nacli ilicsiMn Salzc isi 

nanilich 

,-'2 . ,1 , 1 


(2) (1 - a) ■ 1 I ^ ■ 

wofiir auch goso.tzt wcnloii kaim 


2 . -1 . 1: 


(1 - «) V . 




Wir sotzou jc.Ut ia (1) ca.sf ■ ' .r and ia (d| 
a rrr: 2rrr r’’ 

r. X / 1 J. {1^ I .. f 


daan wird 


k 0 


iiihuUi /.-I 




(4) ^ ^ //(A)// (/i A)' ■ ' 

li 0 li n 

iiiid iim diti l*'uno-Liaat'a !*„ /a luidi'n, luit niaa ilii^Hoa Aundrark 
iiaoli Hfcoi^oadcai I’oUmzoa van r m unlara. Wir Nid/.m 
h I h — n. h k n 2k\ 
mid lnil)tm IVir laa IVHlgtdialtcaa'S n liir k all** d»*r nt*tUa*»uag 

I 

goniigondon gaJtztm Znlilaa zu Ihaiia pnarl»! drh an * 


iiCJ/i) 


V(. - l y*- 


IJiu /o//r?i -MUhki 


iind auK 112 (2) orlnlli man 


(5) 1\- il'- 


tlvj.n ;;Ai 


U[H loll ill 2A-I//I/.) 
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]. 


1 


§. 115. Darstellung dei' allgemeinen Kugelfunctionen. 

ein Ausclruck, der, ausfiihrlicher geschrieben, so lautet: 

( 6 ) P — 1- 3.5. ..2n 1 

I a.* _ 1) — — 3) ^»-4 _ . . ] . 

r 2 .( 2 w— 1 ) ^ 2.4.(2w— l)( 2 n— 3) I 

Es ist also P„ eine gauze rationale Function w*®“ Grades von 
X, die entwecler nur gerade oder nur ungeracle Potenzen von x 
enthalt. Es ist beispielsweise 

Po = 1, 

Pi = a?, 

X. 3,1 

Pa = ^ 




s T'^+s’ 

T> 33 , 35 , , 15 

P, = -aj5__a;3 + _a;. 


§. 115. 

Darstellung der allgemeinen Kugelfiinctionen. 

Urn die Entwickelungscoefficienten in der Function V 
[§. 113 ( 2 )] in definitiver Form zu erlialten, haben wir in der 
Function Pn(cosy), die in §. 113 (5) vorkommt, die Variablen 
•O’, O’', g?, q)' von einander zu trennen. Es ist darin zu setzen 

(1) cos ^ = cos O cos O' -f- sinO sin O' cos co, o = q) — 9 '. 

Da Pn (cosy) eine ganze Function Grades ist, so konnen 
wir sie nach den Pot^zen 

(sinO sin O' cos ca)^, i/ = 0, 1, ... ^ 2 , 

ordnen, und die Coefficienten dieser Darstellung sind ganze 
Functionen von cosO, cos O'. 

Wenn wir uns ferner derFormeln §.66 erinnern, nacli denen 
COSTCO dargestellt wird durch. 

cost/ ft}, cos(v — 2 ) c?, cos(t/ — 4)07, ... 

Kiemann- Weber , Partielle Differentialgleichungeii. |Q 
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I ) r t'i X <• Ij n te r A.b h v. Ini i t L. 


S. il-‘. 


so solicn wir, doss sioh J.>„(co^r) ordiu'U liisst luicli <lcu 

Fiuic.tioiicn 

sill’’f)' siu’a)' cos 2Wi7, 1> 1, 2, ... il 

und also in ihr Korni ilarstellbai* ist.: 

r 

(2) /’«(<•«>« r) ■" ^ f’li 

(I, n 

woriu (lie Codiricieiiton f/;;’ raiioiiali‘ iMnudioiuai vnn c-(»s {). 

cos Hind, die sidi ilbordics iliutcni, WiOin ms}) niit n.sjr 

vi'-rtauHcht wird. 

Zur Bcstiniituinpj dicsto* ('oi'dTudciiUai liihrt uus nun tlir 
Diirerentia.l{^k'icliuu^ (i)). Sct'/,t. man anmlich in dirst* 

Dinbvoikial^JjltaVkiuif^: dcii Ausdruck (2) cin, st) rThiilt juau idin^ 
SuinmO; dio iiacli coh'iuo jjjtun’dind. crstdudnt, tnnl in dor jt'dor 
ciuz(‘lno (kic.flic.imit. vt*.rs(diwin<lcn muss, I'.s Ivonunt dit*H da rani 
liinaus, da,ss man in dii'siu* DilVonmliali^loicluuu^ ;*) tluroU 

cinon Ausdruck von dcr I'brm 

V 

(1 ■ x-r I'll' rnstu.i 

omilzl;, worin II, du •!)•' ids ooiistaiil, nilt, imr S'Oi .<■ al,- 

hilngig isi Kiilirt, man die chirachi' Ui'rliimn.si ihirrli, an iTj'i' l't 
sioh fiir ids KumUimi dcr Variiildi'ii x ilic lincan- liitlcrriitial 
gloiclnnig zwoiUu- Onlniuig 

(3) (1 2,,. I l,.r 

1 1) n(n t n 

imd ist. (iinti Holchc^ parlimdart^ dM*s»u‘ iUrirhuint. dio 

yaiglcioh (uno ga-ir/o ralionalc Kumdion voii j i^l. 

\)\e (iloicliuuK (d) kutui nhor nur niio HMh‘hr 
h ii S U U {4 ll a lu* iL 

Dciui luv/cicluu'u wir tVir iltm Augmildii'k luit Cj tin* krutiui 
])arUcad{in‘n Ijilsuu^tm ilic*s“r (iloirhtintt so hl^hi liio n\U 

fj^cumduc'. Foniud i»2 (Id) anwiuulnti, iii dor wir 

2(r I 1 )./• f/loo) I j'^r * * 

1 ■ — X - fi .r 


a 
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setzen haboii, ho dass sicli 

dih dvj V, 

dx dx '" (I - 

ovgiebt. Es k(iimou also uiolit; i>i nud v., gauzo Fuuctionen you 
X sein. Bozciolmcn wir dalua- <Uo gauze rationale lidsiuig voii 
(il), naclidcni wir ciiieu coustaut(!U Factor c.iustwoilcu nooh 
willkurlicli bostiinnion, iiiit untersehoidet sick von 

uur (lurc.li oiuon von .« uiiabhiiugigeu Factor. Da akor 

It 

ungGilndcrt bloiluiu muss, weun c.os !)- luit cos IF vortauH(;lit wird, 
so ist, woiui cos i)'' — ;// gesetzt Avird; 

nnd ist ciu uumoriscln'r Factor. 

F'iir V r-t 0 gc'hfc (3) in die Diiroroutialgloicliimg §. 11.3 (II) 
iibor, deren gauze rationale Liisuug P„(.'r) ist. Wir sotzeu also 

( 4 ) Pf - 

Woiin wir fernor die (rleic.lnuig (3) uaeli x dill'oroutiiium, 
HO folgt 


(1 - • .r -0 


‘i (v 1 2) .r 


_|„ 1) I 1)(U-|.2)| 

und diosolbo (Uoickung (irhillt man, weun man in (3) v durch 
V + 1 nud /r duroU d (^^/dx Uii'.rnaoh kciimon wir 

s(.‘.tzen 

(s>) c;;- ■ - 

uu(l naoli (4) also allgonuna 

f)0’) _ ^ » (^0 

VV ' rt * 

Daxuich (U’gicl)t sicli, wenn 

cos y “ a* 7/ y I — tv- yi — cos co 
g{‘sctzt ist, nacli (3j: 


Droizi'lniiur AliHuluiitt. 


5- It-"'- 


27 () 


( 7 ) = 

V u 


Avoriii n..di die. .nuum«uluni (U.dltinn.tou /u l..sti, „uun, 

Urn clio.se Itestimmuiig auszumiiivn , sot/.on wir ziuia.-li-st ./ — //, 

cllibO jij 

oosy = .r“ + (1 “ o 


( 8 ) 


(oosy)-N]<U':; U 


(«} 


I- 0 


KB 


und vorgUuehou in dic^scu-, i.i Hoxug aul' .r idoetisohon (lloiolumg 
die OoiU'riciouto.ii do.r hdehston, iidnditdi doi -« hImi/. \itii j. 
Dieso iat naeU t<. 1 M (d) auf dav li.ikoii Soito 

und !Uif dor roehtoti Bento Idiuvh o-iiialigo DilVoivnliatiun vou 

114 ( 6)1 

//( 2 »i) 

I 2 -' //(«)//()< )') 


(d) 


( 10 ) (- ij”«. 




Forncr ist 

2-1 >](•- ii' 


' //( 2 ») 


//(‘in) , ...wec), 

//(«)“ ' i ''I 

uud dio Vorgloichung von ( 0 ) mil. (U't orgioht 

2 //(?i — 1 ')_ 

( 11 ) //(n-t 7 ') {n - ■ 1 ' i ll (77 I' - 2 )...(h • n’ 

«„ - 1 . 

Ilionmo.h liisst sudu dor voUHtiindig ontwirKoUi- Au«dru«-k 
nir die aUgoimniuc Kugolfunctiou |S- tlij T'tdyt 

imin node in ( 7 ) 

eOH 77 Ci) ■ ■ 0 .()S 7 '( f/J - gj') --- OOHI'C/- OtlH t'l; ' j Hilt »* (/ ,ilt 1 ' 

so (trliilU limn nao.h H'* (a) 

( 12 ) )'"'7 r-: (/!”' (U)S !'(/» j //'J' Hilt )•<; J /''J ( ’’Ol 

y 0 


§. 116 . Die Differontialgloicliuu^ der Kiigelfunctioneu, 
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und diesor Ausdruok enthiilt, da wegflillt, 2n -(- .1 willkiir- 
liclie Coiiatauteii B^p. Durcdi die auf der KugeDliiclu'. ge- 
gebenc Function Q> wordon dieao Constanten als bestiminte In- 
tegralo liber die Kugelobcrllaclie ausgodrilckt und erlialten, da 
man jetzt l)ei den Integrationsvariableu die Accente weglassen 
kann, den Ausdruok 


(1') 


(n — V “I™ 1) (n — If -j--' 2) ... {n -j - i') Ap 


2/r 

2?^. 1 r 


2 7t, 


cosvg) (l(p <P 


(i:0 


2) ... {U -f- V) J)P 


^ sin V q) d q) fp (a)', q)) Bp (cos 1)') sin’’ 1‘ ■* d P , 


woriii jedo(‘.h dor Ausdruok fiir nocjli durcli 2 zu dividiren ist. 
Durch die unondliobo Reiho 


(14) 


i/i 



n 0 


ist danu die ]>articll('. l)increntialgl(d(dning ^ V r-” 0 lur das 
tiinorci dor Fiulieifcskugcd V{)llstiLndig iutogrirt, \ind zwar so, (loss 
V an d(U' Olx'.rdiudu^ in don W('<rth ('{)*, </j) iib(*.rg(diit. Mit d(*n- 
solben MitUdn und unior donsidboi Vorauss(dziingon kann ni;i.n 
abor aucli di(^ OillVn’ontialgbncduing filr das ilussciM', d(ir Kugtd 
intogriren, und erbillt don Ausdruok 


(ir.) 


Vr~ 




r > 1, 


(Icr fiir r = 1 gloiclifnlln in die- Function 0 iUiGi’gelit, und der 
ausHcrdom uoc.h ini Unc.ndlicliou der Ikidiiigung 10‘J (2) goniigt. 


S- iX). 

Die. Difforentialglciehung dor Kugolfuuction on, 

Wonn wir in der Diirorentiulgloichung §. Hit (7), dor die 
Kngidfunetionen Y geniigon, 

0 ) n (n - 1) -tt:: a 


l)r<‘ i/.t* h III or Al»Holiui 1 1. 


§* in;. 
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setzeu, so crli;ilt(!n wir (uiio partMlo DiiriTt'iitiali'li-ialiniif' 


( 2 ) 


r) sill'll’ 


y 

ft 'O’ 


siuO‘ f'■}^ 


1 f )' 

sin- O’ 


a y . . 1 ), 


untl wir wolleii lUiu diiiso I)indnuiiialgl<‘it*liuiii^, nuahlian^idi!; vt»u 
ilinu* Kutsii'hunp;, lur iihion rorllon Wrrlh dor 

staiitou a betraiditiau Ist a sn orhatl man )i aiis d«‘r 

<|iiadnit.iHrhen (Uidohuiif^ (1), na.tiirH<‘li ita All.utmuant'n nirht als 
gjur/o Za-lil, uud (‘H wird n ima^iniir, wmin a • ‘ ^ isj, ilji« 

gop;on nudl, wonn Vh siidmr, wmin n n»»sitiv ist. imd 

(laim ist dio cino Wurzid )i van (1) pusiliv, clit^ amiaro a I 

nogutiv, Dio Varialdon i)* and (p balrurhion wir uIh Pnlar- 
ooordinatou auf ilor Kinludlskngol nml wrisan nun th*n i<d|a‘ndfn 
fdlgomcinon Sal'/ naoh: 

Dio DirroiMMilialglairhung CD hat nur tluim 
oino van Null viM'srhiodmo Dnainji% dia aul d»'r 
gan/(‘.u Kugoiriiioha mil iliroii rratru A hirit a ngr n 
ondlioli and siadig ist, wiuui di«' t;iri»*huna (I) 
duroli oin ga n//aliligt‘H n hrfrirdigt ward. 


Zuni nowidso mdimou wir an, dii* Dinbnmfialghdrhting (2j 
liaho oino I^iisnng dio nur don KugoUlarltru nut dufit DorU 
virtou ondlioli and slidig ist, 

Dioso Kuuotion nuisM in Ih'/ug auf r; dn* Ih-riMd** haht-n^ 
and (la. nio fiir O’ ■ ^ 0 and 0 :r vuii tp unahhaiigro aan mass, 
so ist 

^ ^ ’ 0 fiir 0 tl. 0 a, 

np 


Urn /iiniiolist n(‘gativo Wrrtho vnn and damd tinagi» 
niiro n, aus/usoliliossoiK multiidicinai war tin* Ul« ik !4uno, ( ii mil 
Ysiiui)’ f/ f/> und inh‘grirt‘n iihor dir gan/o Kngrlllaiin-. Mil 
Donut/uiig dor idmitischm lAinnrln: 


f sin O' ^ 


f 


( O’ 


^ H 


sin 0 y 

( o 

f r 


f 0 


f (f 


^ H 


i . ) 


('.a' 


orhiilt man duim: 


§. 116 . MiG Difrerontialgloicliuug dor Kuge If iiuotioueu. 


271) 



— /r 0 


1 




sin- 'i)‘ \f) (p ) 


sin ^d^dcp — 0, 


uud diesc Gloi(*luing ist Ixd iiogntivom (t mid von Null ver- 
schiedcucin Y (>ircul)iir 

1st a positiv und rolglioli n rooll, so sotzon wir 

1 n 

00 Q r-- j Y dcp. 

— .f 


Es isl. tliuui Q mir noi'.h tniui Eunctiou von i)', und aus (2) 
crhultoii wir dio Din'nrontialfflt'ic.liung 


I '<»"■» vnl- 


Hill 'll 


(/!)’ 


I ^ a 0 0, 


odi'r, woiiu innri oosll x sidzi und fiir a don Worth 
filhrt, 


('t) 


<i(} 


■V'-) -r - 


(li>: 


■ H (n - I ■ 1) r-- 0, 


0 ) 


oiii- 


nlso (Uo DilTonniUalgltMtdiung (hu* ('infiic-luMi IvugoHiiuctionou 
j^. ll.;d (l.())|> nur niit dtuii Untorsc.liiiMh', diiss i/, wjis wir inuuor 
positiv anuolumm kilnnini, jotzt nic.ht uoi.liwiuidig oino gauze 
Zahl ist. 

Wir orhaltini loiclit (lurch dio M(‘tliod(‘. dor uuhostinuuton 
(Jodnicieiiton zwoi pjivbicularo Inbogralo von (•!) in (icHtalt zwcior 
Potcnzreihon inudi .r, von dotnui dio eino nur gorad(‘, dio aiulGro 
uiir ungorado Potinizou (uibliiilt; 

r/t 00 

(r> ) Qt^ ”, Oa ^ Ih ” , 

V 0 V 0 


und fur und JJp orhillb man, wcnn man dioso AuBdrilckc in 
(4) einscd'/t, dio Uocursionsrormoln: 


/I y - A)> 1 
7/,. />\ , 


(2r — n “ 2) (2v + n — 1 ) 
2v[2v ~ 1 ) 


{2’r ■ • n) {2 v + 1) 

2r(2i' I Ij 


also, W(nui innu ~ 1 annimmb, 
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I ) r 0 i /, 15 h n t. 0 r A 1) s c li n i t ( . 


S. lii;. 


A,-. 


«0 


(■i)( 

1 I I '■ 1 ) 

_{" m)(| I X')( ’V'" 

-'-.iG ' ‘)G ' ') 




Iliornach laBSOii sii:h (li(' f/j tliu’i’h hyixT- 

g(5<)iuotri8clic lioiluMi (l/trst(^nnn. 

Gau88 hat namlich in (l(*r AlihaudluniJ!; 
genemlG8 circa scriGin inlinitani . . . tunc' unrndlit’lu' Htnln^ 
nuterKU(*Ait : 


(7) F{cc, (i, y, a;) 


aji a(a \ I ) /i (/i j 1 ) 
T^r*' 1 . 2 , y(y 1 1 ) 


(lie fiir allc pnsilivini \V(‘rUi(^ vnn j\ iti(^ klciinM* als 1 situl (nh« 
g 08 (jhon von doin FaU(‘- lanes in'gativini gan/z/ahligcnj ;1, Von- 
Ycn'gcnt int, uud din innn dii‘ hy Uniho 
lunint. In denn hosondcron Kallo, wo a oilrr /i nine nni^idivo 
ganzo Zald ist, ))riolit din Uc'iho al), and F g«dd in <*inr gani',o 
rationah^ Function von a-’ iilicr. 

Nach (5} imd ((ij laHHo.n siiili dii^ Kum’.titmrn durch 

tlioso Function Fin lolgcndcr Wiuhc auHtlruckt*n : 


(8) 








■n n I I I 


I, 


I :! 




Vl ’ 


so (lass iilso, w(!mi n oino f'tinulc i^uii/.o Ziilil i:-. 
eino uiigiu'adc g.'umi Znlil ist, f,), oiut' gnitzi' riitiimiili' Kuiu'timi 
iat, (lie bis juif oiricii lunncrischfii Kat-lor mit. ilm- Kugi'Uuiu'tinu 
P„ ubcroiiisliiiunt. 1st ulusr k kuim* gimzi* Zsibl, sn lnutbu bi'iilo 
Ileihon ins IhiondUclu!. Nun hat (Ihukh in (Inr l•r\viihntl•n Ali- 
liamllung muilignwiuHoii, dnss dio Function /''(«, /J, for .c 1 
uncndlicli wird, wciiii a - ( (j — y jiositiv oiicf Ntdl ist, ausscr 
in dern Fallc, wo « odor fi c.iiiu iicgutivo gauze Zald nnd 


0 Worko, Hd. II S. 125. 

*) Dio \Vi(5(lorgtdK5 diimoB Uowtdhf’H, ktdao Srlnurri^diritfaj 

hat, wiirdo ujib liior yn wt'it fuhron, Wii* vt^rwidniui imf din ilrith’ 
dor angofiihrton Ablnimllvu}^^ (Wtn’ko, Dd. U, S. 


§. lie. Die Diffcrcutialgloicluing der Kugelfunctioncn. 
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dies tritt, -wie man sielit, in den beiden Reiben Qi, Qj, wic sie 
durch (8) dargestcllt sind, oin, wo 


a -j- /i — y 


n , n -I- 1 1 ^ 

2+2 — 2 = ® 


I + 1 


n —“1 8 


0 in ft- 


Iliorans also gcht liorvor, (lass uud folglioli auch Y iur 
X- ~ 1 , (1. h. in (leu Polen der Kiigel imr dann endlicli sein 
kanii, weiiu n cine gauze Zalil ist, uiul damit iat das ''riieor(3in 


Wir hal)(3u liior eiii Boispicl cinca Verbal tens, das nus in 
Anwendungiin, bosonders aul;‘ Sebwingungsproblomc, nocdi mebr- 
iacb l)(‘geguen wird, class die Mciglichkeit, eiiun* Diirorcntial'- 
gloicdiuiig mit gowis8(3u (ircnz- und Stotigkeitabodingungiin zii 
g(nuigon, YOU dem Wertbe cinos Paranietors dcir Differential- 
gleicduiiig (wi(3 bior a) abliiingt 

Kin noeli (.'anlacborcis, ganz eb'anontarc^s HeiBj)iol biotet die 
Dillercnitialgleiciluing : 

(P y , 

-I ■ »?/ -- 0, 

di{3 nur dann (un(3 von Null v(3rs(‘.bi(Hloiui, in d(3m ganzen Inter- 
vallo (0,1) sbdige IjOsung bat, di(i an (but (Irenzeu du^acs Intcv- 
vall(3S v(3rH(3bwindoi., nilnrUcdi wenn a/jc- das Quadrat 

eiiuir ganzen Zahl ist. 

In dicsen Killle.n sind wir in dcu' Lagc, dit3 gcudgiu^tcn Wortho 
des Paramottu’R , dit3 in un(mdli(‘.ber Zahl Yorband(3u sind, von 
vornboroin zu bestiminc^n. lui Allgonicjinon abor wordon diese 
Wt^rtbo dureb traiiHcunulonto (Jl(‘i(dmng(3n boatinunt, die -nmn erst 
aulstcdb^n kaiin, wenn das allgomcuno Integral acinor Form nach 
bcdainnt iat. 


V ,i e V 7 A) h 11 1 0 r A 1) s f- h ii i I L 


UeberlDlick ixber die GmindHat^^iO dor Moclianik. 


Dio (}runtlln4((ui dor Miudinnik. 

Ks uutorliogt koiiuun /Avoiltd, dass tlit* Vijrsiidlim^ oinor 
Kraft al)pjolt‘itot int aun dom (udTihk* dor Austroufonii-^ das wir 
Ikmiu Ilolieu oiiior Last odta* dor (ddun'wiiulun^^ ironul t‘iaos 
Widcrstaudc^H oniiifiudou, uiid dans dio f*;r(jssori* odor klfim*n', 
AiiHtroii^jfuniLj, dio wir daboi ojuplindcni, das orsiA uad natiirliolio 
Maass dfu' Kraft ist, Kh ist uiudi iiiolit auilors nut nudori'u in 
unaeron physikaliaidiou 'riiuoruui uuriiaUoudtni lioi^udllou, 1). dor 
'roinp(U'atiiv, d(‘,r laohiinttmHiUit (do. linltau man nim an Sitdlo 
di(isos uul)Ostunint(‘n MauHSi^s, was uns unsor Muskoli^olVdd gicdil, 
das slots ^d(n(di hhdbtMido (iowioht laodiiniutin* Kiirpor sol/tt*, 
orliiolt iiiau dio (iruudb'igi^ nu* oiiU5 luuthomatisolio Misdianik^ 
wio sio suhoa iin Aittirthum la‘^riiadot wurd(* { A rob i la odi*sj^ 
uud dor nuin diosollai Kvicbniy. luul i^iolna’boit /.usolu-idbon tlarf, 
wii^ ctwa (Ua* Kuklid iHodi(‘. a (locaaotriis lUi's i'd ilio i^ou- 
iu{d,ris(di(t >Statik, als diaaai (‘rslos lual lot/.tos llrisjaol tbw Ibnvids 
d(.‘H IIobol^^osot'/(‘H von ArrliinuMh's and d‘a‘ Howidn ilos 
Krincips dtu* virtuidloa (I o.s o h wi a it i ^ k o i h* a uai ha« 
f^ran^^o aagoliilirt w(*rd(*u kaaa. 

Iliorboi riuiHH di(‘ Auigalu? nda htatisrh ^adassK d. h, vs darf 
nur uach don litsliuguugiai ^^ofraKl woriioUi aalor doatai oia 
^(^p;id)onos KyHt(‘ai von (»owi(dd.tai tlio Uahtd:i|?:o airbi vtu*« 
lilHst, Was (datritb wcnia dioso. nodiu^unjjjou aiobt orbdlt ’dial, 
darilbor giobt diosi* d laanat* l<{dnon Aid’HohlusH. l ia anob dionon 
zii gowiniuni, wird vh nictbi ijliao oiuo laair Aanabaio abgolioa. 


§. 118 . 


Das Princip dor virluclleii Verr uckungeu. 
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iiiul diose gfiliidet sicli aiif die Erfaliruiig, dass die Austreugiiug, 
di(3 zur Viiriuiderang einer vorhandenGU Gescliwindigkcit au£~ 
gcwandt warden muss, verglcichbar ist mit der, durcli die cine 
Last in der Scliwebc gelialtou wird. Am Ende einer Ulngcren 
historisclien Kntwickelimg, die sicli awi besondere FiLlle bezog, 
ist endlicli in dem d’Alembert’s alien Vrincip dieser Zu- 
sammciiliang durcli cin allgem eincs Gesetz liergcstellt worden. 

Iiidoni min dieso Gesotze, die aus deii einfaclioii Vorgiingen, 
die uns die Scliwero an der ba’dobcrflaahe tiiglieli bictot, ab- 
gob'itet siiid, liypotlietiscdi auF alle Vorgiiiige dor Natur iibei'- 
tragen warden, gclangt man zu dam (nd)iiude der aiialytiscbon 
Moeluinik, di(‘, unserer ganzeii tlieorctisidieii Na.turwissenseliaft zu 
Grunde li(^gt, uud die sieh bislior in alien Anwendungon aufs 
Beste liewiilirt hat. 

Wir si(dlon im Folgonden die Ilauptsatzc, die in dor inatbo- 
nuitiaebeii Physik von Bodeutung siiid, zusammen, miisson aber 
dabei die analytisclien Kiitwickelungou giinzlich libcrgelieii, die 
der Laser in don Lelirbiieliorn der Mechanik fnidot. 


118. 

Das Briuci]) d(U‘ virtuellini Verruekungeii. 

Ms handolt sitdi ziiniudist inu daa (Jl(d(dig(nvicht (uiu's Hysioms 
YOU nmioriolhai Bunkton (in eudliclier Anzahl), die in ilirm* 
Bewt'glielikeit irgend wie Ix'scdirfiiikt stdn Idinncn. 1 Inter 
dicHCii Besohrihikiiiigan liaben wir Kolgondos zn vcu'Rtoliem Es 
seieu din Piinkto d('.B Systems. Jodem dieser 

Buiikto gebtm wir eine un endlicli k led no Vorschiobung 
von trgimd einer Griisse und Uicditung, Wonn 
duH System nia-lit vollkomnum frai ist, so sind nicdit alio Ver- 
scliialmiigsaystemo mtiglicli, Hondci’ii (',s bestodion zwisadion diemon 

lUa.litung und Grbsso gewisso Ablmngig- 
koitim. Ein Varsclucdmngssystom, was ebon dioson Systom- 
bt'dingungen gouiigt, licisst oin Systom virtuoll or Vcrscdiio- 
])ung{ui Oder Vorruckungen i). 

Wonn man dan SyfiU^m aus dor ursprirngliolion Lage in oiuor un- 
oiidlicli kloinon Zoifc in die versolmhono iiborgolion lilsst, ho orliilll jodor 
Punkt. (dno gowiami (JoHclivviinligkoifc, dii^ naoh Riohtung und (IrnsHe duroli 
di«‘ Vorruckung diirgOHtollt wird. ])io illieron Aufcoron sproclimi dtihor vnn 
doni Principo d(‘r viriuollon (ioHcliwindigkoiton (bagrango, mdc. analyii((ue). 


28 + 


y uior AbKchnitt 


11 .S. 


Um (lie des Systems analytisc^h darxiistelleii,. 

muss miiu os auf eiu Ooordinatensystmn hezitduMi. Ks seimi also- 
Vh -V dic^ reclitwinldif^mi (JoordinuUai di's l‘iinkio.s uml 
(Va\„ ()::i die Projo(‘,tiouGn von ()}){. ties 

Systonis siiid dami linear in Bozu^^ auf d.n, (\///, d.:*- uml ha.lien 
(lie Form 

(1) ^ov). 


Solchor Bedingungim kiiinum wir mohn*n' haben. Ihre An- 
zalil muss aber, soweit sie von innander miahhilii^ii^ stud, khMum* 
als die dreifache Zalil dtn* MasHenpunkli^ nii stun, damii iilMU’- 
'liaupt nodi eiiio Bowo^^lidilceit iibri^^ bltubk 

Wenn die urspriin^ijlidie Lau;e ties Sysitmis ^t‘‘<t*lum ist, so* 
sirid die GoiU’licienttm ./I*, ,/>», (\ iii^t^^ndnme (’onslanhm,^ In albm 
Auwetidungeu aber siml dit'. Hedin{j!;un{j:im tlundi das fj:i‘|jjeiu‘mv 
Systmn bcstiimnt, d. li. t's siiid dit‘ (*oi'riid(‘nt(‘U J,, />,■, (\ 
Functioneu tier Ooordinada'u dtu* IMinkte /Uj, m.j, 

Ks ist daruiu abor nodi nidit iioUnvendif^, dass sitdi dic'st' Be- 
diiiganfi;ou selbst dundi (ibntduingtm zwisdmu den FtHU'dinabm 
aaisdriudcou lass(Mi, niit andtuam Worien, es ist niebi uothwiMidig^ 
dnss die linkon Staten dtu’ (ibadiungen (1) vollHliiinligi* Billereii- 
tiab'. atuen, ()d(‘.r sidi aueh nur durdi (ktmbimUimi auf vtdU 
stilndige DiHertMitiale redueiren lassem 

Dor gt'.wtilmliebe Fall ist allenliugs dtu\ tlass die Systtnn- 
bmlingungon durdi (xleie-hungeu (p - ^ 0, ii» t), ... zwisehim dtm 
UoordinaUm dor Punktt*. ansgtslrliekt siud, und dass sieh die Be* 
dingungon (1) dure.h Diilenmliation diesor (ibdehuugtni , also in 
dor Form 






n/* 


j/i 


( p 


n tde, 


dtirstellen laastm “). 


‘) Wtr hiHttcii hic*r ckai Kiill lieu dntiH ItrtliiijjtHni.aai iti l"ii 

dtacliiingoii IjcHtt'iu'ii , (luHH (iIhh ilir ia fnarm Nuna* at‘«|(lii‘h 

Hind, iia (',n(gt‘gt*ng(‘Hi’t/.(,(‘u Sitiae aidit aa>t^lidi niad, idanain Eulalia i’HlItu 
in (hauai dia Ha(lmpcunK‘ai fur din VerraekaaKaa aielit ilurah UnaniM^ 
Gleitdiiinj^tai tiumlriicklmr nintl, It. waan lau Punkl jj^r/waai^an imi , uui' 
finer KefxeKliuihe vm liloiben, in diTen Spit/.*^ ar nirU beliadat. 

Kin Kali, in titan dit*H aieht. /atriiVt, itd y,. U. tin*, in thau tla< Ik- 
dinpfunjjf auHgtalriickt wiaaltai Htdl, tluHH taut' lva(|»d imf tama* t atta'l5ti.a* uline 
(ileittai rtdltai uuihm. Vj^'l. II aid nr, I tdiia* dit* |•riatapaal vun llainiltna 
und Maupertuin, GcUtingia' NHehriehlra 


‘S* IIH. 


Dus Priucip dor virtuellen Verriickungon. 
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Es haudelt sicli nun uiu die Bedingung des Gleichgewichts 
<lea Systems der Punkte Wo, W;,, wenii auf die Punkte 
:gewisse Krilfto Po, Pj, ... wirkcn, 

■Weim man deiu Punkte eiiie der Kraft P^ entgegengesetJ^to 
VcrHcliiid>ung ortlieilen will, so amiss der Widerstand der Kraft 
Vi ilhorwunden, d. li. es muss Arbeit gegon die Kraft Vi 
.g(dt‘istet werden. Die Grosso diesor Arbeit ist gleicli dem Pro- 
<luet aus dc‘,r Kraft und der Vorschiebuug in der dor Kraft ent- 
.gegengesetzten Richtung, d. b. wenn die gauze Vorscbiebung 
ist, die niit der Kraftriobtung P/ don Wiukel t)/ bildet 

— ViSiii eostb- 

Ciostdiiolit die Versoliicbung in dor Ricbtung der Kraft sclbst, 
so ist dioso Arbeit negativ, d. h. os wird nicbt Arbeit aufgowandt, 
Hoiubu’u gewunnon. Doumacb beisst aucb i\‘(')'/i/cusa>^ die von der 
Kraft Vi wilbrond dor Vorscbiebung (Vj)/ ibros Angriftsyunktos 
goloisteto Arbeit. Dio Suniiuo 

{!'i) yl — — ^Vidjii cos'il’i 

beisst di(‘. gesa,ninitc Arbeit, die gog(m das Kraftsystom Vi 74iir 
Erzougung der virtucdlon Vorscbiebung ()pi aurgowendot werden 
muss, und das Princip dor virtuellen Verruckungtm liesagt nun: 

Bofindot sich oin irgond wi(‘ bculiugtos Bystoin 
im Gfloicbgowiclit, so muss fiir jedo virtuolle 
Verruckuug die aufgowandto Arbeit gloicb 
Null sein D- 

Bezeiebnen wir mit Xi, 3.'i, Zi die Gomponenton dor Kraft 
Vi nacb dor Ricbtung dor Goordinatonaxon, so k()nnen wir das 
Ib'iucip in die Gloichung zusammonfasseu 

<4) V (Xid xi ^1’ Yidyi + — 0. 

Uebor die Gloichung (4) ist dasselbo zu sagen, wio ilbor diti 
(Heicbung(m (1). Dio Krurtc.oinpoueuten X/, Vi, Zi sind fiir oim^ 
bestimmto Gloicbgowicbtalago als bostiinmtc', gogobono (iriisseu 
aurziifa.8S(‘n, und in diesor Woist*. wird aucli in don einfaclisten 
Ealbm, z. B, beim Ilebelgc'.setz, odor beim Satz vom Parallolo- 
granuu dor Krilfto, diese Gloichung angowandt. In anderon An~ 

’VVtu*<Ion aucli niolit iimkohrbaro Hodinguiigoa ;',ugela8Hon, ho nniHH 
fur jcidoH Syntf.m virtueller Verruckungon (li(^ aufgowuudeio Arbeit Null 
•odor positiv Hcin. 
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V ic. rzi‘. hii ter A liHoliiii l.t. 


S. 111). 


WGudungo.n ahor sind die .X/, X/, Zi als vim der Lagi‘ der System- 
punkto [iblifLiigig a,n>^use.lum, d.li. es sind dii‘ X,-, )'/, I‘'tin(diouru 
der Coordination der Punkto ... 

Von besonderor Widitigkeit ist daim wiedcr dor ball, class 
(lie liiiko Scito von (4) oin vollstilndiges 1) i fferi'n ( ial ist^ 
(1. h. (kiss oine Function dor Coordiiiateu (*xisiirt, drron partiidb^ 
Ablod.ungou die X,*, .17, Zi sind. Wir bozoic>luieu dinsr bunotion 
mit //, uud sotxou 




'ill 

otrC 






Dann wird 


^{Xi()a'i -f- Yiihh -| - i'> l\ 

und die Gleichung (4) lautot: 

(5) (W^ 0. 

Die Funidion // ^vird die. K rii. ft r fu u r t io n pmanid. 


lib. 

Das d’A](onib(‘rt,'sodi(o Priiioip. 


Kino Kraft i% die. auf (dnon iVoitm tnaloriidlrn Puukt 
wirkk erthoilt diosoin Pimkiio idno nosioldounigmig in ihror Ivioti- 
tung, die dor Kraft diroot, and oinimi deni nmteriollen IbinkU' 
cigimthvunlioluni Factor, dm* seine Masse InnsMt , lunerkelirt priw 
portional ist, Woiin also a', y/. j di(* (’oordinaton des Punktes 
mit dor Massi‘ vi und t diit Zoil iHulentet, .so ist 


( 1 ) 


■m 


(l-X 

\U^ 


X, m 


tll^ 


r, ni 


iir^ 


z 


Indoni ma.u (dnim nooli bid/.ufiigmideai ooiistanlm Fnoior 
“ 1 H(d;74, vorfiigt man iilnn* dic^ Kinboii dor Kraft (oiler der 
Mnssoj. Ks ist dann inno Kraft I gesety.i, wenn sie der 
Massoneinhoit dii'. Kinheit dor PoHeldeuniKung ertheilt. Weim 
das Centimoter, die Socundti uud das Cruinm als Kinhriten fiir 
Ijiingo, Zoit und Mji.ssim gonomumn siinl (im em,»gn-sor.«SystmnK 
luusst die Krafteinlu‘ib (dm?. Dyne. 

iMan kann don Formeln (I) don Ausdrui'k g(dam: 

Wenn man m dor vorhandeuon Kraft P (due Kraft ldn/n« 
fiigt, die dam Producte, der Masse und dt*r Di’schleunigung gbdeh 


§. 120 . 


I)cr 8atz von der Erhaltuug der Kner^yic. 
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ist und (lie der Bescldeunigiuig entgegeiigesetzte Richtiiiig lint, 
so ontstelit eino Kraft (liier die Kraft 0), die der Bediiiguug dos 
(lleichgowicdits geniigt. 

Diosor Sn-tz ist you d’ so verallgeineinert wordeii^ 
dass daraus die (Ucicluingcn fill* die lUiwaiguiig eines beliehigen 
Systems ma.terieller Piiiilcto uiiter domEinllusse bcliebiger Kriiftc 
und boliel)ig(ir nodiiigiiugou abgeleitcd wia’dou kiiimcii. Das 
d' A 1 (nnl) ert’sclie Prinedp .Uisst si(‘Ji so Ibnnulireu: 

Fiigt luau zu der a-uf dcu Masseiipuukt nii wir- 
keii(l('ii Kra,ft (‘iiii^ Kral’t liinzu, die dein Pro- 
diu‘.t a.us d(.u’Massc iiud der Beselileii iiigung glcicVii 
und der Besedilennigung cntgegeiigesetzt geriehtot 
ist, und 11 (Mint di(‘. llesultante aus diesen lioidou 
Kriiften die verlorene Kraft, so iniisseu sicli 
die verlorcnen Krilfte unter dom Binflusse dor 
Bedingungen dea Systems in jedem Angen- 
blicke das Gloiebgewicdit haUen. 

In Verliindung init doin Prineip der virtuellon (loscdnvindig- 
koiten ka.un nia,u also die Bedingungim fiir die Bcmuignng (unos 
Systems in der nmtliematiH(dien Fornud zusaninuuifaHsen 

( 2 ) 0 



worin (V;///, die Gomponouteu einer virtuelliMi Vi'r- 
scdiiebung sind. Fs ist dabei ubor zii betouen, class dor Sinn 
dieses AusdriudcB bier der ist, dass die VerHcdiiebungou in dem 
bestiimuten Augenldicke t nuiglich aoiii in iissem, oiu Umstand, 
der besondors zii beachteii ist, wenn die Bedingungen niit dor 
Zeit veriinderlieb sind. 


§. 120 . 

Dcu’ Satz von der Fadialtung der Enorgio. 

W(Min eiii materiolbjs SysBuu in Bew(>gung ist, so wordeu 
die Vcu'sehielmngtm , die seine Punkte in dem Zeittdement dl 
erleiden, in dein vorbin festgesetzten Sinno im Allgcmeinon nur 
danii virtucdl sein , wenn die Ikulingungen dos Systems mit der 


Vierzehnter Abschnitt. 


Zeit unveranderlich sind. Wenn wir jetzt diesen Fall annehmen, 
xind -wenn wir die Componenten der wirklich eintretenden Ver- 
schiebung des Punktes mit dxi, dyi^ bezeicbnen, so kdnnen 
wir aus der Formel (2) des vorigeii Paragraphen als speciellen 
Fall die folgende ableiten: 


( 1 ) + 
+ (Zi - mi 


Nun ist aber 


d^^Xi ^ 1 

TT. = 2 


'dXi\^ 

,dt ) 
dt 


dt etc., 


und wenn wir daber 


setzen, so erhalt (1) die Gestalt 

^ ji 

(3) 2 = 


Nun ist 


dt) ^\dtj 


die Geschwindigkeit des Punktes Wi, und mithin ist nacb (2) 

(4) ^ ^ 

die balbe Summe der Product© aus der Masse mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit jedes einzelnen Punktes. Diese Summe T 
beisst die lebendige Kraft oder auch die kinetiscbe Energie 
des Systems. * 

Die auf der linken Seite von (3) vorkommende Summe 

dA = — V (^Xidxi Tidyi -1- Zid^i) 

ist die im Zeitelement dt gegen die Krafte des Systems bei 
der Bewegung geleistete Arbeit, und wir konnen also der 
Formel (3) den Ausdriick geben: 

Die im Zeitelement gegen die Krafte des 
Systems geleistete Arbeit ist gleich dem Verlust 
— dT an kinetischer Energie, 


§. 120 . 
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Der Satz vou dei- Erhaltung der Energ-ie. 


280 


Die Arbeit der Kriifte des Systems im Zeit- 
elcmente ist die Vermelirung der kinetisclien 
Energic um dl\ 


Der Verlust kanu bier iiaturlick auch nogativ sein, was 
ciucn Go will 11 an Idnetisclior Energic bcdeuteii wiirde. 

Von besonderer Bedeutmig wird diesor Sjvtz abor erst dann, 
wenn die Krafte des Systems eine Krat’tefunction babon, die von 
der Zoit xinabhangig ist. Wenn nilmlicb U eine von den Coordi- 
naten, abor niclit oxidicito von dcrZeit abbiingige Euuction ist, und 


T. 

u\i 


<111 

dXi' 


Yi 


IT 


'('Vi 




(‘0 
SO ist 

(5) d U V + Yidi/i + Zahi) 

und es kanu (O) in die Form gesetzt werdon 


( 6 ) 


d {T ^ If) 
dt 


0 . 


Dieso Gloicbung lasst sicb intogriroii und liofort ein all- 
genioinos Intc^gral fiir das System: 

(7) 7 .^— const. 

Dieso Formel wird dor Satz von dor lebondigcn Kraft 
g(mannt, 

Wenn das System aiis (uinn* La, go 1 in oino Lag(^ 2 iibor- 
gobt, so ist (hizii oiii gowissor (positiv(ir odor iiogativcr) Arboits- 
aufwand orfordorlicli, dor sicb nac;]i (5) gloicib 

(h - U, 

orgiobt, also gloicb dom IJoborscluisso dos Wortbes dor 
Kraftefunctio n fur die ersto Dago iibor don fiir die zwoite, 
und dieser Arboitsaufwand ist also nur abhiingig von den boidon 
Lagen dos Systems, niebt von dom Wego, auf dom der Uober- 
gang orfolgt. Boi dor tbatsacldicli ointrotonden Bewogiing wird 
or auf Koston dor kinetisebon Em‘.rgie bostritton. Danacli fiibrt 
man oinou nouen BogrilT in die Mochanik ein, dio potentielle 
Energic 1 \ dio man durcli dio Gloicbung dolinirt 
(H) Pr:r:_ ?/ + (J, 

woriuf/ (une willkurlicbo Goiistanto ist, dio man im Allgomoiuon 
niebt nilbor l)ostimmt, uiid dio Zuiialiine dor potouticllon 
Energic ist gloicb dor Arbeit, die zur Uoborfllbruiig 

lUiMnuun- W«l>or, l•lvrtll^llo DifforoutUilglGlQhuugim. 1<) 


V i ii V 7. t* hut t* r A b H c h u i 1 1. 
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dos SystoniH aus dcr aiiiau La^o in tUo andiM’a tM-for- 
derlicli i«t, Dauu dio Kornujl (7j 

(0) T - I r (‘Oiisl. 

luul sic liGsa^t, dass boi dor dc's SyslotUH din 

Siiuuno ilor i) 0 toutiollcMi luid dt'r lviut*lis(’luMi 
al HO dio (1 cHamiat 01 ) or^n 0 u u v t*rii a d o r 1 ic h i s t. 

Boi dor IU‘weguii{^^ winl aim) koiia* Knorgit* vcrluron talor 
goAVounon, soudorii oh wirtl inir pDlontiolb^ Kuorgio in kiiudisrho 
umgcsutzk odor iimgidvcdiri;. 

Dios ist d(‘r Saiz von dor Hrhaltung ilor 
Euorgio. 

Wenu wir z. B. oinon scdiwonnt Kiirpi'r in tlor Nilho dor 
Erdoborflilolio botraolib'n, so isl dii* potonlioUo hinn*,!do propt))*- 
tioual init dor Iliiho dos Kdrpt'rs iibor idmnn btdiobig<-u h^sttni 
Ilorizoiit, uiul diosor h'all kann als typi^tdios Btdspiol tVir alio 
iibrigon goltt'ii. Jt! griissor dio pohndioHo Isuorgio ist, uni so 
grdssor ist di(‘. Arbtdt, di(‘. dor Ktlrpor brim Fallon m loiston im 
Stando ist, uml di(^ bidiu froii’ii Fallo in <dnor Vormohruug 
d(n’ kiiudistduni Fiua’git^ lasstohi, 

I)i(‘.sor Sat/, vtm d(*r Krhulluug dor Kuondo gill bout zu 
Tago als das a,ll(U‘i*rsi<‘ dor moohanisoln-n Nutur- 

orklilrung, dtnn si(di all^^s uudn’orthuai nnn»H. 

Natlirlich gilt (‘r audit fiir jodos ladiobigo *rboil\\Htt‘nn wnhl 
aber muss tu" goltou fiir (du voUs tilmligtoH Sv^tom, d. h. iiir 
ein System, das wir ni(dit als Thoi! {‘iuos gru>»Horon (Innzon zu 
botracUten huben, dosson Ik‘\vogung also vtm uussor iluu Hogmi- 
don Mhbscii nitdii boointlusst wink Fiir tdn vnll-aiindigos Sy^ama 
niachcn wir also imuier die Aunalimo, 

B dans die Bo din gang on nirht vtiu dor Zoit nb- 
luiugig Bind, 

2, (UiBB eiue von tlor Ztut unahb iingigo Kriil'to- 
function oxistirl. 

Wir luachen weitor die Aniuduno, tlasH tlor Salz, tlon wir 
bier unter der Vtu’aiisHtdzung eituu’ ondlitdion Anznld di^orotor 
MaBSonpunkte abgtdoiltd. luilunn atudt lundi nultigkoit bohalto 
fiir Systeaie, dit^ aus nnomllioh vitdon MaHsonpunktim bostolnm 
inslx^Boiulore also aiudi fiir eonlinnirlitdi vorthoilti^ Mu^Hon^l. 


UotnerktmHwerLh inf «lor Vor^utth vmh Urri7, titut KrHHbo|?rnr ttiui 
(lamit den BogrilT dtsr puituniollou Knorgi*t ib^ Moohiausk /a vrr* 
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§• 121 . 

StnLilitilt dcs Gcichgowiclites. 

Wir luil)OU fill' doii Fall, dass cine Kriiftefimetion existirt 
in §. 118 die Bediugung des Gleiiiligewielites in der Form er- 
lialten, class die ersto Variation S (I der Kriiftefimetion oder auch 
die ersto Variation S.V der potentiellen JOncu’gie fiir jode virtuelle 
Verscliiebung verscliwindon muss. Axis der Diil’ercmtialroeliming 
ist l)okanut, dass das Vcrscliwindon der orsten Variation ti If 
die Bodingung fiir ein Maximum odor cin Minimum der Function 
II ist, und hierdureh wordon wir auf dioBezicihung dor statisclien 
rroblonu', zu dor Thoorie dor Maxima und Minima liingewiesem 

Wonn cin im Glcioligowiclit ruhendes System dureli kleine 
Stdriingen aus seiner Bage gcbraolit wird, wobei die einzelneu 
Punktci aucli noch kleine Anfangsgoschwindigkeiton erhalten 
Iciinnen, so wird das System in Bowegung geratlien und die 
Bewogung wird sicli nacdi dem cF Alembert’ schen Prindp be- 
stimnuui. 

Das Gleicbgewicht lioisst stal)il, wonn dicso Bo- 
wogungen im woitoren Vcrlaufe in beliobig ongen 
Greiizcn einges'clilosson bleilxui, wonn man nur die 
a 11 f il n g 1 i e h 0 n S t u r u n g e n li i n 1 ii n g 1 i c*, li k 1 o i n , sons t 
abor beliobig aunimmt. 

Ilior gilt nun unter der Voraussotzung, dass dor 
Satz von dor Krlialtung dor Fnergie gilt, der fol- 
gon do Satz Aj: 

Ein (Heicligewicbt ist stabil, wonn die Lage 
des Systems derart ist, class die potontiolle 
Energio cin Minimum ist. 

Beim Boweiso dieses Satzes nehinen wir an, dass die Bago 
des Systems (lurch eino ondliclie Anzalil von einandor unal)- 
hiingiger Parameter (Cocmlinatcm) c/i, r/ 2 , (^ 3 , bostimmt soi* 


bamien nnd alloe auf die Wirkuug von Vorbindungen imtcn^ den Maefien 
zuriick/.ulTdiron. An Stollo dor potontielloTi Bnorgio tritt datm kinctiaoho 
Knorgie vorborgonor Masaon, und daH KiiorgiegOBoU bohauptet die 
Oonstanz dei* gosauimten kiuetiseben Eiaergie , also dor lobondigon Kraft* 
(Dio Principiou dor Meclianik von Uoinricli llert^;, Loixizig 18U4.) 

D Zuorfit von Diriclilet bewiesen. Werko, Bd, 2, S. 1. 

10 * 
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Dio rooliUvinkligi'u ( ■oortliuaUni ;r/, v//, dvv Masson- 

punkto vii siucl diinn Kunoiionou iUos(‘r ParanictiT r/, dii' ho luu 
8timmt soil! iniisHtMi, duss alio IU‘din^uii^si!jk*i(duini 4 (Oi /.wisi-luai 
(U'u Coordinateu dor nii idontiHidi bolViodif^t siml Ms ist xiu* 
Viu’ciiifa,ohung dos Aiisdrucki‘s Hohr void hoilliait, dit*so Paraiiu'tor 
f/< ills Co ordiuaton oinoB Punktesin oiiit-m luohrdimou- 
sioiiiilon Riiuiu Ji autkufiiHsou. Dana oiitspriolit Joilrr l.ago 
dos SyBtciuB tan l^inkt 7t d('s Kiuuiu's fi\ and dli* H»‘W('gnng dt's 
SystoiUB wird abgekildot dundi di(' Ikavt'guug oinos l*iiuk!i*H im 
lUuimo IL Diti potoatitdlo Mni'rgii' P unsoros Systtaiis ist tlanu 
eiuo OrtHfimction iai Uaumo H and iiasor Satz ludiaupttd, dans 
eiu Punkt in It, in doin P tan Mininmin ist, idnm- siahilou 
Gloicligowitihts (ndspritdiL 

Dio in zwoi Diino.nsioinni gt'zoiolundi* Kig. *in, dir nuui sirh 
hu Ilainuo It m donkt'n hat, luit natiirlifli nnv ilon Zwrrk, dio 
gohrauoldt'ii Ausdriioko unnultidhar vt'r- 
stilndlitdi m inatdn'ii. Ktir <Iru ointaohstrn 
Kail, tltui oinos idnzolnon Pnnkti^s aiif tdnor 
gi^golnnion Ohorlliitdns t-ntspriohl sio iihri- 
giMiH doin wiihnni Sauhvrrlialt. 

Ks si'i alsn (ij oin Knnkt , in tloni ?Uo 
Kunotion P oinon Mininuilwtn’lh hat, nnd 
da wir lad P oino willknrhtdn* idnndantt' 
hinzuliigon kr>nnon, wtdlon wir dirson 
Miniinahvorih dor Kiulacdilunt Indhor ghdidt Null iininduuon, 
Daim Icdnnon wir uni don Punkt to honnu oin t»*dnot (i duroh 
oino (n — l)-dini(UiHionalt‘ lliillo II ahgnm/.i'n, hu das-H innor- 
hiill) (I dio Kunotion aussor iin Punktt^ nnr pudtivo Wrrtho 
orhilltj und oh IuhhI nitdi i*int^ pitsitivr untrro i»ronz«’ tj lludou, 
80 (laHH auf dor ganzon tlidh* // 

P . 


Kig, 41), 



ist. Nun ortlitdlon wir chan diis Hyntoin dar^dollriuh-H Pniiktr n 
oiue VorHchiolmng von u) inioh und orthrilni dont Synttau 
gltdchzcitig oino gowiHH{‘ lohomligo Kraft h«t das-, dio woitoiv 
Boweguiig nach dw (lltdoliung 

( 1 ) T ! /- n I P. 

gOHchioht Wir ktinnon nhor jrdzt. indmu wir ilon l*unkt 
Tiidie gtuiug iui co und 7k Innliinglirli kloiii niimdiinon, iniinor 

C^) v; I 1\, < 
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machen, untl dann folgt aus (1), da P uiid T niclit negativ sind: 

(^0 P < y, 

(4) T<,j. 

Die LliiglGichung (3) lehrt ims, dass dor Pimkt 7t im Ver- 
laxifo der .Bowcguiig die Hiille i/ iiicuuils errcichcn, nocli weiiiger 
also ilberschrciton kann, nud aiis (<1) folgt, dass aiioli die Ge- 
scliwiiidigkeiten imnier untor eincr l)eliel)ig oiig zii wiililenden 
Grenzo blcibcn. lliermit aber ist die Stal)ilitilt des Gleicb- 
gcwiclitcs nachgowicseii. 

Zu diosen HetraclLtmigon wollcn wir noeb eine wicUtigo Be« 
morkiiug liiii/adTigen. 

Es ist weder iiu vorigon Paragraplion , der von dom Satzo 
der lOrbaltung der Energio liandolt, nocli in diesom Beweisc ITir 
die Stalnlitilt des Gleicbgowiclites ausgoschlossen , dass die vir- 
tuellen Variationen nielit intogrirbaron Bedinguagon iiiiterworfen 
sind, aul' die wir sclion in §. 118 bingewiosen babon. Box der 
Erag(‘. naeb dom Mininimn koinnicn djinn ancli inir die diesen 
Ibidinguugen genugenden Variationen in Bt'.tracbt. 

Nebinen wir z. B. don Fall, dass eino vollkoiuinon glatte, 
scbw(‘.re Kiig(il gozwnngen ist, auf (uiior gowblbten Oborllilclu* zn 
l)bal)en, so sind koine derartigen Bedingnngiai vorbanden. An 
der In'icbsten Stelle der gewldbtcui Flilebe wird die Kngol nidit 
in stabilom Gb'icbgewicbte S(un. l)i(‘, Sat^be wird aber Hofort 
anders, wenn wir <Ue Bodingung stollen, dass die Kugel auf d(‘r 
Oberdilcbo nur rollon, niebt gleitini kann; liegt dann zugloiob 
d(U' Scibwerpunkt excentrisd), so kann das Gloicbgewieht an der 
biicbston Stelle der Ilntorlago sebr wold stabil sein, wenn zu- 
gbdeb dor Scbworimnkt in der Kugel seine tiefsto Stcdle bat. 
01) das Gleicbgowiebt in diesein Falle stabil oder labil ist, wird 
von dem Verbilltnisso dor Kxcentricitilt des Sebworpunktes zu 
dor Krumnmng der Unterlag('. abliangtnn 

§. 122 . 

Dio Principien der Dynamik. 

Wir babon nocb zwoi andere Fornum zu bospreebon, in denon 
man die Grundgescdzo dor Mcebanik darstellon kann, die cinfaebe 
Folgcrungcn des d ’ Alombert’sebon Priucips sind, nnd deroiii 


\’ ntiu‘ A Ii.hc.Iui i ( t. 
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i-'if?. no. 



oiiio iunu‘ lM^anis(*haft (l(n* n(*\v('‘>:iin^^svnr;‘^^Mti‘ifr a(iH<lriu'kt 
Mail orluilt Kit*, waiiii man die thatsiiclilic'li (‘iiiln-tmilf iH'Wi'^auig 
oines Systems luit caner uncntlli(‘h wenij^' davcm vfrsehitMl.Muai^ 
(iiuer variirieii liewe^nnie; v<T^h*icli(. 
ist wiederum vnu \i>rllu*il fiir tUai 

Ansdruek, ilie lia^eii dt's Sy sttans diin-h die 
Lap;o ('im^s Punkit‘s .t in tltnu Uaunu*. II zu 
vnra,nselKudielHMi, wnlwi tiin des 

Systians durrh dit* n»‘wt*aiu4^ tins l‘mikti*s,T 
auT (dner iui Kauiim H tliirai^strlU 

wink Wir wnlkai nnnrlnmm. tinndi tlie 
(airv{‘/l r/i Hci die Ihalsiirldieh ein(n‘t(aul(* 
lUnvegtuip^ d<’s SistetuN huh clrr AulUni^H- 
ia^n'. /( in tlin Sndlat^e // diiraeaellt, 

Wir vor^dt‘i(dmu himanit. eincm amleren, ulna* tunautlieh 
l)(nui(di))artan (Iid)er^aii^ aas tlt^rstdlteu Anraiu^datn' A in 
diesolbc Faidlaj^t' It Die Dunkle ilii'ser variirtm fkdiu nr*ha*a 
wir in oiner /ainiicdisi \vUlkilrlichen Weiae ileii Dnnktini der 
urHi)rUngli(du'n Da.hn '/u, so dans tier 1‘unkl .t einen he- 
stimiutau Dmikt ttI /aim Bt‘^leiter liat» widiei jeiktrh uiehl uiraiis- 
gosot/t wordmi soil, dass etwa if nnd mv .tdle-u Xeit erndelit 
wordmi hoIL 

Kh soil in d(‘ni Angtaddioke der der La^n* rr tU*H S\?^tt*iuH 
ontfipriclit, der Punkt Wi di<* (knirdinaleu j\, //., halH'n. llei 
der variirtoii Iknv(‘gting indgeu dem Dnnkte tii«* Zmt / ^ A/ 
nnd die (loordinateai av | (Va^ /A * ^ Punkfewa, 

entsproedunu Don U(d}argang v*ui ar /ai n* l»t'/rirliiem uir mit 
(jr, jr'). 

Ilior sind also die d//,, d.;,» di nl^ wiHknrlndir, alier 
stetigo uml utiendlieh kltdm* Fnueiiunen vtin i aii/n irkm. Ut ^ 
ivgoiul (diu'. Kunetiem th^r j\, j/,, 4^, k ho ini 

i 


\(\t\ t ii, 


f q 


A ) 


f q 

t i 


di 


die Variation von cp ladm I ehergaiige r^r* nA, 

Sind k) und /j dii’ Zeitjuuikt**. in ileiien tPo^ '<% 4*on hei tier 
wahreii Ileweguiig die Anfangn™ ninl Fntllaio* A niel /> »-uoamiul, 
so nelnnen wir an, duHs aueli tUr vnriirii^ !on^irr;nng tier 
Logo A /air Ztnt ansgelie, widirend do* Zi-nl d^ r Kndhoo* II 
variirt iiugenommen wvnWn und mil lU, lir.*rirhie*t Hein 
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soil. Da die Anfaogs- iind Endlago iiicht variirt wird, so sind 
flir t = to mid t=zt^ die Variationcu S^i = 0 zu setzon. 

Bedoutet (U die Zoit, dio zur Durclilaufimg des wahren 
Baliiiolementes crfordcrlicli ist, imd siiid dav, dyi^ dep 

die entspreclicndeii Aeuderungon dor Goordinaten uiid der Func- 
tion cp^ so ist 


( 1 ) 


d<p - :2 



r) (p 

d 





Hiordurch ist aucli dio Bodoutnng der Zeichen ddcci, ddyi^ 
dSt gcgelien, und os ist dor Worth dor Zeit und der Coordi- 
nato Xi in deni Piinkte jti, dor dem runkto jCj ehenso zii- 
goordnot ist, wio dor Punkt tv' dom Purikto tc: 


(2) Xi -|- Sxi dxi + ddxi, t St + dt -j- dSL 


Dio Geschwindigkoitscompononte lu ~ dxij dt ist aber oiuo 
Function dos Punktos 7t und hat in dem Punkto oinon variirton 
Worth Ui-[-Sui. Fs ist abor naoh dom Begridb dor Oeschwindig- 
koit und nach (2) 


d Xi d S Xi d Xi d t d S Xi — d Xi d S t 

dt-\-d()t dt dP 


xuid Kntsprcchondcs gilt fiir dio Variation dor boidon andoron 
Goschwiiuligkeitsooniponouton Vi^ iVi i). 1st also 


Dio licdoutuiig (lor Variation ()' liiHHt, Rich allgonuiin so dothiiron: 
Man botraclito ... lilngH dor Curves ./I, C, li als I'inictionon oiiier uu- 

abhiliigigou Variableii « und bozoichiio dio Dinbrontialquotionton irgond 
oilier Fimction ip nacli s mit d (jk .Fh roI irgeml oino Kunotiou von der 
Variablen dt^ d x.^ ... (hIo kiinnto aiich nocli lidiioro DifTorontial- 

({uotioriton enthalton). Kb floion nun da*,;, ... willkurlioho Func- 
tionon von 8y und a oiuo unbostimmto ConBttmto. Man orHotzo in dio 
b'lmctionon 

.r,, 

durch t "F IV. I 4“ 

also auc)i dt durcli d{t 4” ” df ) adift^ dx.i durch d 4*” 

’ (Ixf "h vd<yx^^ wodurch in *1*' iihcrgohou nnigo, und vorstoho untor 
d'd* (Ion (ioofficienton dor orsten I’otonz von n in dor Kntwicko- 
luug von naoh fltoigendon rotoiizon von e, Aufl dioHor Definition 
ergioht sicli z. D. 

dfft — dcU, d(f,l\ . . . 

[Vgh Lagrango (17()2) (Ofitwald’H (fiaBsikor, Nr. 47) j CTauss, Drincipia 
generalia oct. Worko, Bd. V., S. 51) t',] 
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( 4 ) 


Yierzelmter Abscbnitt. 

T — 


die lebenclige Kraft, so ergiebt sicli aus (3) 

^dXidSxi , dyiddyi , d^idd 


(5) 


^dt dt ' dt dt 
nncl mit Benutzuiig der Relationen: 


I d d 0 

' dt dt ) 
dxi 


2T 


ddt 

Tt' 


dxj dSxi 
dt dt 


7 w ft 

7o ^ J 4- ^ 

d^Xi ^ , dt 

8xi-\ — etc.: 


dt^ 


(6) dT = 


fd'^Xi 


d^iji 


dt 

d^ Zi 






2T 


dSt 

dt 




\dt ^ * dt ‘ dt 
Diesen Ausdruck nniltipliciren wir mit dt und integriren 
zwischen den Grenzen 8xi^8yi^8^i an beiden 

Grenzen = 0 angenommen baben, fallt nach der Integration das 
dritte Glied, in dem sich die Integration ausfiiliren lasst, lieraus, 
iind es ergiebt sich 



to to 

to 


Es bedeute 


( 8 ) 8A=^^ {XidXi + YJyi + ZiS^i) 

die Arbeit, die dnrch die Verscbiebung (tt, %') gegen die Krafte 
des Systems geleistet wd, Diesen Ausdruck multipliciren wir 
wieder mit dt und integriren zwischen denselben Grenzen. Dann 
ergiebt sich durch Yerbindung mit (6) 



Wenn wir nun aber annehmen, die Verscbiebung (tc, %*) sei 
eine yirtuelle, so verschwindet nach dem d’Alembert’schen 
Principe das zweite Integral Yollstandig, und es ergiebt sich 


dt. 



J L J 

^0 

als Bedingung fllr die tluitsaclilicli eiiitretende Bewegung. 

Ilierbei ist aber wold zii l)eachtGii, dass die Vcrschicbung 
(7t, 7l') in dem Augeiiblicke t ciiio virtiiollo seiii muss. Daraus 
folgt liicht, dass die variirtc Baba A C B mit deii Bedingungen 
dor Aufgabc verfcraglicli sciii muss, da ja dor Punkt jr' aiif dieser 
zu einor andcrcn Zeit, niimlich t S t, crreiolit wird. Es wlirde 
nur danu die variirtc Balm uotliwendig mit don BcdingungGn 
des Systems vertriiglieh soin, weun dioso Bedingungen von der 
Zeit uuabliiingig sind and koine Difl'erontialo ontbalten i). 

Znr Aufstollung dor DiH’crentialgleichungen der Bewegung 
giobt nun die Formol (9) mohr als noting ist. Es gcnligt, wenn 
wir zwisolicn den Variationen des Ortes und der Zeit noch cine 
Btdation willkllrlich annebinen, und jo nachdom man diesc llola- 
tion so Oder andcrs wilhlt, orhalt man vorscbicdono Formen dos 
Princips der Dynamik. Zwei diosor Formen sind es, die in der 
Moehanik besonders benutzt werden. 


§. 123. 

Das Ilamiltou’sche Prinei]) und die zwnito Lagrange’scho, 
Form dor Dxfforontialgleiobungon dor Dynamik. 

Die crsto Spoeialisirung der Formol (9) in §. 122 bcstolit darin 
dass dt — 0 sotzt, also annimmt, dasa die Punkte 7t und 7t' 
gloichzoitig durcblaufon werden. Daim ergiobt sick das 
Hamiltou’sclio Priiuup in seiner allgomoincu (lestalt 
n 

(1) j(6\7'— = 0. 

Iliorbei ist wedor iibor dio Kriifto noch iiber die Bodiugungon 
irgoiid cine Voriiussotzung gomacbt. 

Mine woBcntlich oinfachoi'o Gestalt nimmt abor die Formol 
an, wonn wir cine Krilftefunction U odor eine potontielle Energio 
P rr- — U voraussotzon. Dann ist 8 A — 81^ = — 8U, nnd 
wir kbnnon dio Formol (1) so sebroibon: 


I 

■f) 


') Diesen I’unkt lial; zuorst Hold or klar gelegt. Gotting. Nadir, 181 )G. 
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S. lus. 


(2) 


6 [ (T 4- 11) dt = 0. 


Ill clioser Form wircl clas Ilamilton’soho Priiicip gowolin- 
licli angowandt. Es ist liiorbei zwar die Kxistenz oinor Kviifto- 
function vorausgosetzt. Diesc kann alier axich notdi voii der Zcdt 
abhangen. Ebenso kdniion die Bedingungcu von der Zeit ab- 
hiingen. Boi dor Eilduiig dor Variation S i^t dio Zoit 
nicht mit zu variiroii. 

Wir wollon noch zeigen, wio sich aus diesem Priucip die 
Difforentialgleiolmngon dor Bewi^gung hcrloiton laaKe.n. Wir 
nehmen wie friiher dio Lagc dos SystoniB licatimmt an durcli oiue. 
gewisse Anzahl von einander unaliluingiger Variablon cji^ < 7 ^, . . , 
und maclieii weitor dio Annahmo, dio nun freilicb eino tier 
Einfaclilioit lialbor geinaclito boacliriiiikende Voi’ausBotzung ist, 
dass anch dio Variationon dqi^ 8 ••• oiiiandcn* nuabluingig 
sind nnd dass dio Function If nur von don qi uiul etwa nooh 
von dor Zeit, aber niolit von den Ableitungou dqijdt alihilngt 
Ziir Vcreinraclmng setzen Avir 

(3) f/i - ■ 

und donken uns iiun also T U ala Kunction von r/i, e/j, . . 
d'l, q'i, ■ • • dargostellt. Dann orgieiit aiesh auH ( 2 ) 

■' (I) . . , d T 


(4) 




Nun aohliosst man wio in 122 (iJ) 

tl fV (/i 


Sq'i 


■vvoraus man dio identitiit abloitob: 


'll 




iL 

d t 




■ dt 


also, da dio 6qi an don Gronzen dos Intograls vorsolnvinden: 
h 


dt 


S( 


f)(7’+ (I) 

W (ji 


£ 1I\ 

dl 


d qi 


0. 


124. liamilton’sclie clynamischo Differcntialgleicliuiigcii. 21)9 


Da wii* nun die ()D/£ als von einandor unabhaiigig an- 
gouommen liaben, so ergiebt sidi luoraus das Systom vou 
Diflerentialgleichungen : 

^ ^ d(ji (it 

und die Anzalil diesor (Uoi(iliungen ist so gross wic die Anzalil 
der uubekaniiton Functioiuiu (ji. Es siiid Dincrontialgleicliungen 
zwoiter Ordnung, durcli dorcu Integration, Avenii die Zabl dor 
Variabloii r/^ ist, 2m willkilrlicdio Ooiistauten cuiigcnUirt .werdon. 
Dieso Gloicliungcn sind unter deni. Namen der Lagra-uge’ sclicn 
Diffovontialgleiehungeu (in dor zweiteu Form) bekaunt. 


§. 124 . 

Die Ilamiltou’sclie Form dor dynamiBclioii 
1) i f f 0 r 0 n t i a 1 g 1 0 i e h u n g c n. 

Dio llamiltou’scbo Form der DilTorentialgleicliimgon der 
Dynamik ist cine Ihnlbrmuiig der Tjagrangcdsclicn, di(3 darauf 
berubt, dass man a-u Btelle der r/J: andere Yaxiableu j)/ durcli die 
(ilcichung einfulirt: 

(i.) Pi = 

() ([i 

Daiiu Icanii imm init Ilillfo dic'sc.r (iloicluiiigou dies Function T 
als Function dor r/i, r/a, ... darstollon, und man orliiUt 

so 2»t uubokannto b’cnctioncn von i!, liir dio man abor au<;b nur 
2>» DiHbrcntialgloicliungon orstor Ordming flndot. 

Zu bomorkoTi ist, dass dio nur in 7’, nic.bt in U vor- 
koinraon, nnd dass T eino liornogeiio Function zwoiton 
(Irados dor Variabloji q'i ist. Dio Gloichungon (1) gobou dalior 
oin Systom linoaror G-loicliungon lur dio f/J, doron Dotormi- 
nauto nicht vorscliwindot, woil fur koiu vou Null vorsebiodonos 
System dor Variablcm c/J- vorschwindeu kaun. 

Nach dom Kulor’schen Satzo libor dio homogonon Func- 
tioiion bat man dio Relation 

Wir drlickon tiun T oinmal durcli q'i und dann durcb 
und Pi aus, und bezciclmon dio Dillbrcntialquotiouton von T 
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unter der letzten Voraussetzung durcli Klammera , man erhalt 
dann durch vollstandige Differentiation 


also 


(3) 243-= + 21’“'®- 

und andererseits aus (2) 

also aus (3) und (4): 

S [|f+ (11)]''® + 2 [(H) 

und hieraus, well hier dq^ und dpi willkiirliclie Differ© ntiale sind: 
/dT\ 


(6) 


\H 


V- 

dT 



dqi 

\dp,J 


Qi* 


Dann haben wir nacli (6), da U auch von pi unaloliangig ist: 
d(T—U)\ ^ 9(r— 


(7) HT+U) _ 

^ ^ oqi 


dqt 




opi 


\dpiJ ’ 


und wir fiihren jetzt eine Function H, die Hamilton’sclie 
Function, durch die Definition 

(8) T —V = H 

ein, denten uns aber diese Function nicht durch g,-, g'-, sondern 
durch qi, pi ausgedriickt. Dann kdnnen wir bei den partiellen 
Ableitungen die Klammern wieder weglassen und erhalten aus 
(6) mit Benutzung von (1) und §. 123 (3) und (5) 

( 9 ) ^ dH dpi 

'i>Pi dt' dqi~ 

und dies ist die Hamilton’sche oder auch die canonische 
horm der dynanaischen Differehtialgleichungen. 

Aus (9) ergiebt sich' 

dHdpi , ^ dH dqi 

^ 'dqi dt 

und die hnke Seite dieser Gleichung ist, wenn B von der Zeit 


( 10 ) 


^ “dpi dt 


Das I’riiicip dor kloinstea Wirkung. 
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[ingig ist, dor DifforGiitiakiuotient dlijdt Man crlullt 
also uninittelbar den Satz von der Erlialtung der Energie 
; Form 11 = const. 

§. 125. 

Das Princip der klciiisteu Wirkung. 

urch (‘.ino andero si)e(’iello Annaluno ilber die in der all- 
aen Formel §. 122 (9) anzuwoudonde Variation golangt man 
3 in l)oruhiuten Prineij) dor kleinston Wirkung von 
lortuis, was oboidalls zur Aufstollung der dyuamischen 
3 ntialgl(‘ii‘.lningon bomitzt werdon kann. 

[an kann auf der variirteu Dalin AC^li (Fig. 50, §. 122) 
OTU Piiiikte entsj)ro(‘liondo Icbondige Kraft boliobig an- 
311 , wenn sic nur vou dor dem Punkte jc cntsprechenden 
.lich wonig versebiedeu ist. Dn.durch ist die Variation der 
dt^ erst bestimmt, nnd wird im Allgeineinon niebt inehr 
. Null 

lau willilo nun diose Variation so, dass 

- dA. 

d. li. nniu u(‘.bmo an, dass die Variation (?r, ttI) so vor- 
[inicn werd(', dass dor Viudust an kiiudis(ilit3r Energie gleicli 
elcistoton Arbtut werd(‘., d. b., so wio os dor Batz vou der 
tung dor Knorgiii viu’langt, wenn wir auch liier noch niebt 
Lclnnon braueben, tlass Inn der wabren Powegung ACli der 
vou dor Erbaliung dt‘.r Ibiorgie bostobo. Wenn man danu 
iliminirt, so kann man die Gloicbung (9), §. 122, so dar- 
u : 

h 

2 1 " (Tuat I- (V rut) =z 0, 

aucdi 

a f rut r-. 0. 

^0 

iVc.ini clc'i- Satz vou dor Erlialtung dor Euorgio Giiltiglccit 
woiiu also oiuo von dor Zeit uiiablulngigo Kraftcfuuctiou U 
rt, HO ist, woim wir mit h dio lutogratiousconstautc bo- 
non : 


ViorzoluitiT AliHoIiuitl. 


S- lan. 


y()2 


(3) U ^\ K 

und dioso liolation imiHS uuc.h hoi dor Variiiiitui in (*J) (M'luiltcm 
"bleibon. Ho/Auelnum wir fnrnt'r init dHt d:is Wn^nlnuuMit dos 
Pmilvtos ;///, so ist 


(4) 


7’ 


2 


und wcim wir alno 7' und dt durcli (:i) uud (4) aus (2) (dtmiuirtni^ 
so orgiebt sicli 

(5) ^ I 1 1^' d.<r -- U. 

Das Integral (5) ist unn ni(dii nudir (un Zidliuiegnil, suiiderri 
ubor cine Strecko m mdunen. Man kaun niwa oinon dor Wegt' 
als imabbilngigo Variabln auffasHon ^ uud so lauitd tlanu das 
Princip so^ dass das Int(‘gra.l 


( 6 ) 


Tdt 


] n \ h ]’ nit d ! 


das man als die Wirkungsgriissn bny.tntdinet^ lad dor thnt- 
siicblich (untrotenden Dewogung aus der Anfangs* in tlin iMidlago 
so kloiu als laiiglinli wordo. Dielses Miniuuun rnulet almr nur ho 
laugo wirklicli statt, n.ls die beideu (h’lnr/lagiui nieht m writ huh 
oinaudor gewilliU wcnaltm i). 


M ViTgl. Jacoki^ VorleHungeu ulmr liyuanuk, 
Art. m, ■ 


llrrt/. , Meuhnuik, 


DUITTES lUJOH. 


ELEKTEICITAT 

UNI) 


M: A G N E T I S M U S. 



V il 11 r z 0 h 11 1 e r A 1 > s o lui i 1 1 


Elekti^ostatik. 

V 0 (J 1 0 V ('. u i in c 1 (‘ k t r i s c h (‘ 11 V c‘. 1 d 

Nacli dnu in tlnr luuioreu Physik ziir lIorrHclnirt. f^okoimiuvneii, 
nnf V ar a d ay uiid M ax \v 1 1 ziiriickgolunidcni AiiHchaimn/^^en 
wovdeu zuv Krkliimng dei* clnktrischou Ersc’hoimui^j^nii liau[)t- 
HiifJilich Vor^'iuign iiiid Zustiliulo iin I) id okbvi ouni, d. lu in 
dtni die Lintnr dor Eliddricutilt lungidiondou Nicdithntcru hevan- 
gc'zogeii Dnrch dio fnae Eltdvlri(*itiU. mvd im l)i(,dok(;vi<'.um (‘in 
Spaiimuigs- ndin* Zwangszustiiiid Inn’vorgoruron , duvidi dim in 
jcilcin Volunnuudonund. inn ginvinsin’ Knorgiiivorrath aul'gcKinnchfrt 
wird, (d.wji win Inn niniu* dundi inn (li^wiiEi gi'spnimUni KiMlm*. 

Zur a.nalyiis(dnni I )a.rsl<dlung dii’srr Vin'liiilinissi', dnnknii wir 
luiH dnu gaiiznii Uauin ausgidTdlii mil inmnn Ididnkiriinun, in dnui 
oinzobu^ boliohig gn,Ktidt;oin Lidilor dnr Kdnkiricitilt vmi ondlidinr 
Ausdiduuiiig (‘ingn.bnllnl; sind. 

Wix‘ Hc.lilicsson auch don Fall audit ana, daHS das Diolnktri- 
ciim aus vorsnlundonartigon noBtandtlinikni liostidil, wio os z. Ik 
oiutritt, wonn in dm' hufl NitdiUoiUn’ dor Fdokiricitilt aus ven*- 
Hcdiiodoiion Hubstnnzmi ningnlagorl sind. 

b A TroatiHu nn KIiHitriial.y tunl by .Iiliih’h (Jlcrk Max- 

well, Oxford IfiTHj (loutHoli van W lUii nto. i ii , Herlia IHsa, Ann <lor dcul- 
f^clnni Liicrat-ur lUjur tlioHon ((cginiHiaini (‘rwilhntni wir liic'i* die AbJiaiulluuK 
vou llorlz, „Utd)ar dio (Irundgbncliungcn der Kli'.ktr<»(lyniiinik lii ruho.ndou 
Kr>riuu*ii“, (IdUiager Nacdiriclibni 1H(K). (ktHaunmdlo Abbuiidlungen II, S. liOH. 
Pnaid, KinlTihrung in die MaxwoirBohn d’lu'nrin dor Kl(‘,kti’ioilia.(bcnpzijr 
iMilO). Holtziriann, VorliiHuugtni iilan* dio Maxwol P hcIic d'lnnirio dor 
Ml(dctri(.dlilt and dofl LichtiJH, Ltda^ig IHDl blR IHOB, Ilolniholtz, VovloHUiigcni 
iibor din (doktroinogaotiHcdie 'rUeorio dcs Lichttis, herfiuH^'ugtdjoa voii Kniiig 
uiid Hu ago (1H1)7). 

II i 0 ni a u u - W tOr 4^’ , I’lirllollo l)ia4*roiitliilglol(;liunt4CiU. 
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S. I lib. 


Die Loiter iler Kloktricitilt siiul nacli duisoii Aiisehauiiiigt^n 
cUulurch cluu'aktt'.risirt, dnss in iliuoii niii Spaiinmigszustand nitL 
nicht lialtcn ka.nn, sondnrii iiiii dor Zint /jn’l’iUlt, uiid folL^lii'h 
kann ini Iniiorou oiiics Loiters iin Lloio. li^owiohtszusta nd 
k(dno Knorgit' auri!;os))oicliort soin, 

Zur DarsUdlung des oU'ktriscdion Zustandos in di('.s(*.m Inddi^ 
lirauoliou wir zwoi Voctoron, vnii dnuai dor oiiu‘ als Lral'L 
dm* andc'rc 'I) als nine diiroh di(‘Si‘ Kraft h(‘rvni\i;’oriir('in‘. Vnr- 
sohiolninjj; luif^orasst Averdcu kann. Lit'. Kraft (v hozL^ht sick auf 
die VoLninnunnhoit, und a.uC oin VbdunnnudiMiunit dr wirki die 
Kraft t'iu/r. 

Dio Verso, hiolmni!: ® \vo(’kt oiiu'. dor Krafi. I''" .ujlikko and 
ontyogcniii^esotzte. Ooginikrafti iihnlioli wii*. di{^ (daslisoli(‘ Kraft 
oiiiGr gespanntcni Kodcn* dor sjianiioiKUni Krafi (’idge^gonwii’kL 
Dio in cviinnn Volunioin^lonunit dr a,ngohii.ufto (potindLdlo,) Kian’L'io 
ist dio Arlx'.it do.r Kraft KL/r, also das Drodnot a.ns dor Kralt 
und dor naoh d(‘.r ILchtiing dor Kraft g(‘.soli;ilz((‘n Vc‘rsoln(‘l)iing. 
Das oU'ktrisolui <U(U(kg('.wioht wiril dann (kitrt'ton, wonn di(‘ 
samiutgriisso diosor Knorgi<‘. (>in Mininiinn ist (JJ, 121), 

Zunaohst iniissoai wir dio Vnraussotzungcui , dii\ zii inaohon 
sind, gotiauor iiriloisiinni: 

L Dio Vorsolncdinng T) ist Yon dor Kradt aliliiingig, In 
oinoin isotroiioii Dioloktrio.inn, d. lu lioi oiin'r Hahstanz, 
dio sioli in alien liio-hiungon gloioh vtnkillt, hiihv.u htndo 
Voctoron dio gleioJio Ui(ktnng. Wir soizon dioson Fall 
liier alloin vora.iis, s(kon a, Iso von krvstallinisohon Modioai 
al), Wir nolunon an, was viidleioht nur in (n’slor An- 
niihorung zutrilft, da.SH dio (irdsso dor Kraft init dor 
(InissG dor V(n‘so.lii(‘l>ung prop<»rtiona,l ist, niid sot/.ini 
deinnaoli 

fl) djrT! r-- 

Dor Codnicuont a heisst di(‘ DielcUctidcd tii is- 
constaiito. Sie ist in (‘iuom homogtnuni Mialiinn lane 
wirkliclio Constanto, um alier auch inliomogoin^ Dioltdv- 
trica zu liorucksnktignni, sikon wir f im Allgonioiinni 
als eino Funo-tion dos Orles an, und Rchliesscni aiioh den 
Fall nicht aus, dass e an Fliicheu iinstotig wird, Dit‘s 
lialion wir dann anzunolnncm, wtnui zwoi verHcluedouo 
Dieloktrica sich in oinor Klilclio boriiliron. 


s. 121), 


Yoctoreu ini olcktr Isolieii Velde. 


3t)7 


2. Dio Grosso 

(2) (liv a = () (§. 87) 

hoisst (Uo. riliimliolio Dicditigkoit der wall r on Elek- 
tr icit ii.t* 

Das rroiluct ()(lt isl; dio iin Volmnoiiolemout dt an- 
Moii^'o waliror Kloktriiatilt, uiid q iat oiuo 
Kuiud.iou (los Orl-os, dio auoh uiistivtig soin kann und die 
iibora.ll da. ;.^'loi(di Null zii soUmi ist, avo koiiu*. riluiuliclio 
idoktrisc.lio Ladun.i!,' vorliaiuhui ist. Wir kibuion also 
^<‘.rado'/u dio Kloktrioitill; als V(tr~ r,i^ 

dichtung od(T Vorduimuiig oiiuu' 
hyi)othoUscihouSubsta,uz, dos Aethers, s 
a.ii(Tasseiu 

3. Di‘r Vi'.etor D kauu a.n Fliiohou 
nnstetig soiii. Ist H cine solo.lio 
llustetigki'.itslliudu', uud f/a oin Flo- 
inent dit‘siu' Flilr.lu^ so i^iohou Avir 
in oimu' lioliobigon lUohtung oino Norinalo 7^, und untor- 

R(‘,boidt‘U boide Sidton von do duiaib dim huli^x -j- und , 

wu‘. di(‘. Figur ziugt. Ist daiui ./),■ luudi dor Ilo/.ido.lniuug 
in So dio CJoinpononti' voii 1) in dor Hiiditiing so 
ludsst du\ Dindrouz 

(:i) .//' - ir r~ a 

dio K I ii c h o u d i o b 1 1 g Ic o it d r w a h r o u F 1 1^ k t r i o i - 
tilt, iiml ()(lo ist din aad’ dom Idiudionobmumt do an- 
gohilurte Mtmgo Avahror Floktricatilt. 

4. Willinmd di(^ Vorscliiebung 3) von dor Grosso ./>, dio 
Avir mis als uuendliob kloiu vorstollon, aiisgofilbrt Avird, 
Avilehst din Kraft b: stotig von Null bis ihroin, vollon 
Wortho .A' iiaoh lUu’ Fonnol (1). Dei dor Doreidinung 
il(‘r Gi’Bammtarboit ist (labor dt‘r Mittolwortli Fj in lUudi- 
nung VAX ziidion, und os orgiebt sioU daraus iilr das 
KUunont dr iiaeli oingidrotoner VorsoJiiobung dor Fiiorgio- 
vorratli 

J'JDdt, 

und darama orliillt man don Fn(?.rgiovorra,tli di^s gnnzon 
Systmns 

20 =*^ 



( 4 ) 
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(5) 


( 6 ) 


(7) 


= i j EDcIt. 

Hier haben @ und 3 gleicbe Riolitung, iiud o 
•her, -weiin wir die Componenten E,n 
eilifilliren, 

ED = E^D:, + EyDy + EJE, 

und folglich 



{E.D, + EyDy + EdE) dr. 


Der Gleichgewiclitsziistand wird daiin oiiitrcdi 
diese Grosse miter den gegebeiien Hedingu 
klein als moglich wird, oder weiin fur 
Variation d(B, 8^ der Vectoren (S und. *3^ < 
Variation 

8T=0 

ist. 


5. Wir nelimen an, dass der elektrischc Spanmmi 
auf ein endliches Gebiet beschrilnkt soi, dass nlj 
endliclier Entferniing ein unelektrisohcr Zustand 
Audi nebmen wir die Unstetigkeiten dos J^'cddui 
endliches Bereicli bescbrankt an. Dies drii(*.kt si 
■ folgende Bedingungen aus. 


Jenseits einer Kugel iJ mit binlilnglicli grossoni 
siud die Componenten E^^ J5y, E;^ iiberall bestimnilo ui 
Functionen des Ortes. Die Gesammtenergie des Foldt^s 
wir mit d(D das Fiaclieneleinent der Einlioitskugud , n 
Radiusvector bezeichnen, nacb (1), (5) und ((>) dtn- A us 


( 8 ) 


Sit 



{El -f- El + IC?) r'^dr, 


und wenn wir einen Pmikt auf einemlladiusvocior r ti 
liche verschiebeii, so wird die gegen die Kraft (a: g(di>isl( 
durch das Integral 

(9) \^Erdr 

ausgedriickt. Wir nebmen an, dass diese Integral!* (H 
endlidi seien. Diese Annabme involvirt die andori*, da 

(10) lim EE^ = 0, lim EEy — 0, lim It E, -- { 



S* 1^7. 


Das cloktroat-atisclio rrobleiu. 


;i()9 

weiiii 21 uiiondlicli wird. Dio Iiitogralo (8) luul (D) siiul aiclu'r 
(‘.ouvergont, weiin sicli einc positive Zcahl h bestimmoii lilsst, so 
dass 

(ll) :r^ + \e, 

ITir li — CO uiclit luiondlich W(‘.rdoii, also sichor daiin, woiiii 

(Di) JP K,, m 

nicdit uiioiidlicli wovdoii. 

Dio \^ora.iissotzmig, aiii;* die os wo.si'.ntlioh aiikoiumt, ist die 
Coiivergenz dov Intogralo (8) iind (1)}. Dioso fordiod; die Rola- 
tiouoii (10) uud wird you jodor dor Dodingmigoii (11) uud (12) 
(dngoschlosscii. 

Dioso Voraussotzuogiui Hollcni uiis ilbrigons iiiolit ablialton, 
gob'gcntlidi aucli oinon ins Uaoiulliclio vorlaufondGn cdoktrisolKUi 
Zustaml zu botriKditou, z. 1). (ducii init Kloktrioitiit gobidonoii 
mioudlicbeu (lyliiidor. Dauu oriordorn die letzton Bedingmigtai 
gowisso Modilioationoa, aiif die. wir in don oinzoliuni FiilI(‘U 
/nrilokkoimnou wordcni. 

Nac’li dioser VorauHStdzuiig liotraohtoii wir os als ciuc aiis- 
roicdiendii (ib'ichgtnviobtsbcdingmig, wonu die Gloioliung (7) cn*- 
iTillt ist i’iir allt'< zuliissigon Variatioiuni ('iG, die ausst‘, r- 
lia. lb tiinor gaiiz ])iGiol)ig(ui goso.hl o,sh(mumi 
V (M’S (di w i n (D‘ n. 

S. 1.27. 

Das ohde tr os t a, t iso. h o V r ol)Dnn, 

Um das Probbuu dor Kbdetrustutik allgomdu zu fornudirou, 
indimtni wir (dn iiiuuuUichos Ftdd an, das aus Loitoru und Niclit- 
loitorn l)osti'lHni mag. Ifnstotigkintou d(‘s Foldos aidgeii in bo- 
liobigon Klilcluui vorkonunon. Dio (Inzolmni Kdrpor, aus donon 
das System Ixistobk bcdraohbm wir als I'ostsfccdnmd. In don Niclit- 
lo.itern, seion cs Kdrpor odor Flilclion, nohinon wir die walin'. 
Kbdctricitilt, wouigstons durcli die bior in lUdra(‘.bt komniondon 
Krilfto, als uuliewoglicli und unvorilndorlioli, also als oiiu'. gogidxnni 
Grtisso a,n. In dim Loitorn, wo die Ehdvtricitilt vollkonmum 
l(‘icbt bewogliidi ist, ist <lio walirc', Elektrirltat verilndorliidi, und 
uur die in jodom oinzclncn, von dim ilbrigon gotronnton Loiter 
vorhandene ()r(*sa.innifcmGnge ist als gogobon zu 1)c!tra(ditcn. 
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Fiinfzebnter Abscbnitt 


§• 127 . 


Wir wollen nun nachweisen, dass die Bedingung des Gleich- 
gewichtes 6T=0 unter folgenden Voraussetzungen erfiillt ist: 

1. Im Inneren eines jeden Leiters ist 

(1) e = 0, S) = 0. 

11. (S ist ein Potentiatvoctor, d. li. es ist iiberall 


( 2 ) 

( 3 ) 

(^) 


curl (£ = 0. 

Wenn man also die Function (p durcli 
q) = — I Esds 

definirt, so ist 




dx^ 


dcp 


E, 


dcp 


Das Integral (3) ist, wenn der Integrationsweg von 
einem Punkte ausserhalb der Kugel U aiiliebt (§. 126, 5.), 
in diesem ganzen Raume ausserhalb eine eindeutige 
Function des Ortes. Wenn der Integrationsweg ganz iin 
Unendliclien verlauft, so ist das Integral wegen der Vor- 
aussetzung [§. 126 (9)] gleich Null, und daraus folgt, 
dass q) im Unendliclien einen bcstimmten Werth hat. 
Wir konnen also das Integral (3) aucli im Unendliclien 
anfangen lassen, d. h. wir konnen qj so definiren, dass 
es iin Unendliclien verschwindet. Dies soil filr 
die Folge geschehen. Setzen ivir das Integral (3) in das 
Innere der Kugel R fort, so andert sicli q) stetig, kaiin 
aber indglicher Weise bei verschiedeiien Integrations- 
wegen an einem und demselben Punkte verschiedene 
Werthe erlangen, also an gewissen Sperrflachen unstetig 
werden (§. 93). Wir nehmen aber an 


III. das Potential cp ist im ganzen Felde stetig, im Un^ 
endlichen gleich Null und in jedem einzelnen Leiter 
constant. 


IV. Die raumliche Dichtigkeit der wahren Elektricitat 

(5) div ® = div ^ ^ 

ist in jedem Punkte des Dielektricums , also ausserhnll) 
der Leiter gegeben; es geniigt daher nach (4) die Function 


§. 127. 


DiiH olektrufl tatischo rrobleiu. 
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9; ill (Icin gaiizen Ivnunie iiusscrluilb der Leitcr dor [);ir- 
ticllon Diilerentialglcichuiiy; 


dg ) ( (p 

ds as 


(«) 


ox 




I ('If I 1 

OX ('^y o:: 

woriii Q oino gegobcuo Function dos Ortes ist. 


V. An joder init Elcktriciiilt gidadcnou niohtlcitendon 
Flilclio ist 

( 7 ) n: - ./r 


- 0 


cino gcgobonc Funotiou des Ortus, was (Tir cp die He- 
dinguug gi(d)t 


(«) •"(i’r— 

VI. Auf dt'u leitondon Flachon ist 


'!11\ 
r) V ) 




(i»j irf- -- ./r (J 

nicht g('.goben, sondern ('S ist nur das iibcr die ganzo 
Obordiicho oincs jodtui (‘iiizolnoii Loiters orstrecikto In- 
tegral 

( 10 ) ' j C)do 0 

eiuo g('g(d)ou(‘ drussi'. 

Isl dioFliie.he tliotJrenzo oiiios riiuinlicdi ausgedolinton [jintors, 
so ist, woun die Nornuilo v aus deni Loiter in don Niclitleitor 
hiuoin pusitiv goro(diuot wird, ™ 0, also ./>J' a. Ks kuniiou 
n,ber aiudi leitcudo Flilohon vorkonimoii, die als unondlich diuiue 
L(‘i{;er (Lbsdi) zti bidracditeu siud; dann gilt di(^ Foraiel (7). 

Fs ist nun naoJi/nwiviscui, dass uutor dioscni VorausBotzung(ui 
<) 0 ist. Nacli 120 (0) ist alu'.r 

(11) T - ~ [ (Kn. 4 - 4 - KD.) dr. 

Naeb S- 120 fl) ist fornor 

4?r® ™ €(S, 'j •TTr'lD 
also aiudi fur die .r-(loinpouente 
4 7C 1) X 
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Filnfzeliuter Abschuitt. 


§. 127. 


uikI folglich 

8{ExD:!^ = Dx “"h JDx^Ex = 2 Ex^ 

Da Gleiches flir die anderen Componenten gilt, so evbalt 


man 

(12) 8T=\^{EJD^ + E,j8I),j + E,dD,) dt. 


Nach II. (4) ist aber 


dq>S Ex I dS Ex 

+ I" "8i- 


und daher 


dT: 


div(g?d'3)) cZt - f- (pAivd^dr. 

t 


Wenden wir nun auf den ersten Bestandtbeil dieses Aus- 
druckes den Gauss’ schen Integralsatz (§. SO) an, so folgt init 
Riicksiclit auf die Stetigkeit von (p 

(13) = 

und wenn also Sq und d{5 die Variationen der raumlichen uml 
der Flachendichtigkeit sind: 

(14) ST = I cpd6clo 4- [ (pSQclz. 


JD ^ ) do 4" j ^divd'Sdr, 


Nun ist aber in den Nichtleitern 8q und do == 0. In einem 
Leiter L ist cp constant, und folglich ist fiir diesen Leiter 


(pSodo 4~ gDd^dr=g)( dod 


2o 4~ j* dp dr^, 


und weil die Gesammtmenge der wahren Elektricitiit auf detri 
Leiter L gegeben ist, so ist 

I dodo 4” j* dpdr = 0 , 

auch dann noch, wenn durcli die Variation d Elektricitat von 
der Oberflache des Leiters in das Innere gedrungen sein sollte. 
Folglich ist 


(lo) dT=0, 

wie bewiesen werden sollte. 

Die Function (p heisst das elektrische Potential odor 
auch die elektrische Spannung. Sie hat beim Gleich- 
gewichtszustande in jedem Leiter einen c o n s t a n t e n Wert li. 





Dcr Eiicrgievorratli uud die froic Ladung. 


Durch iLhnli(dic Bctrachtmigou , wie wir ^ie hier zuni Be- 
wt'ise der Gloicliimg 8 T —■ 0 durcdigelillirt liahcii, lilsst sicli aiicli 
der in oinom Glcktrostatischcu Systomo vorhandono Energiovorrath 
selbst borecliuen. Es ist iiiimlicdi 




1 r/r)r/) 


I) A (it 


” j div {q)%) dx | ■ ~ cp divSf/tr, 


mid 'VYOuii mail wieder das cirsto dieser lutograle durcli dmi 
(jrn.iisH’scbon Satz mnformt 

(1) J J j (PLxi'^- 

lliorauH kdinieii wir schli(‘.sscm, dasH or nur oiiic oinzigo 
Finietiou cp gebeu kann, die den Bedingnngcn I. bis VI. 

127 geuilgt. Denn angenommon, wir hiitton zwoi solelie Func- 
tieium (/'u, St) wilrde ibre Dill’ertmz 

cp — ip, 

denselbon Ibidinguiigcu mit q ~ 0 iin gan/mi Foldo, mit <> — 0 
an den nic.btlidtonden Flii(‘.hen, und mil; c 0 a,n den loitondeii 
Flilehon goniigen. Filv dieses (p wurde sitdi daher T ~ 0 er- 
gebon Inach (1)|, und dies ist nur nuiglicb, wonn /oV, 
versohwindtm , also cp (umstantT und tki os naeli §. 127, III. im 
UnendUtdieu verscliwindou soil, gleiidi Null ist. 

Als CoroUar aus tier biermit bewiesenon Kiudouligkoit des 
elokti’ostatiselicn Brolileius orgielit sitdi die Iblgoudo Anwonduiig. 
Ntdimcu wir die Aulgalie fiir irgend cin gegebeucB System von 
Ltdfctu’u uutl Nichtlcitcu’ii als geddst an, und stollon nun in oimini 
der riluinlioli ausgetlehntcu Loiter, in tlem also (f) constant ist, 
(dnr.n llt)lilra,um her, don wir durcb oineu Niclitleiter, al)or t)lnie 
idtdctris(di(i Lntlung, orsetzon, ho bleiben aucb fiir dies none System 
a.lb‘. Bt'dingunge.n btdViodigt, wonn wir der Function tp in diesem 
Ilohlraum dons(dbou ctnistanten Worth lassen, niid es ergiebt 
sitdi {list), (lass dit'Ror Ilohlraum gar keinon Einlluss aul* die 


I 


V Cl n i'y , e li u tii r A b h c h u i 1 1. 
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eloktx*isclio Vertluulun,i^ iiusiibcui kaan. OIj also i‘lu (■niuluo.tor 
hohl odor mit leitiaulor Masso irf>;eu(l wol(‘lu*r Art ausa;td’iillt ist, 
ist nir die (d(d;trise.lio Yortlioilmijj; iiu Systoiu p;U‘ir.h|i;rdtii’'. 

Woudcu wir d('ii Satz §. 1)9 (8) aut tlio iMinctioii (p an, so 
ergiel)t si(;li, da. (p sti‘tig, also i] r— () ist, 


(^) 


(p 


{rdt 


(} • <1 0 
r 


woriu r die. liiitforuuiig dor KUuutMito <lv und (/ (f von doin 
Puukto, aiii’ deii sioh q) Ix'ziidit, luMlouU’t, und 


00 


4 7t ()■" 
•I Ttif' 


- - ^ f (p' 
\<^V / 


div b’. 


CO 


a;' 


/■;. 


Nacli (2) ist also </j das N owt.oirsclio. koloutial voii Massrii, 
die luit ( 1 ( 31 ’ l)i(3litigkoit uiid (/'■■ in dcni Kloiiu‘.n(on dr und do 
lagorn. Man uonnt di(*S(3 (lri>ss(‘n die I)i(’lii igkidta’U di’r 
rroi( 3 U ICloktrioi tilt ini Ramnc^ltuinuit dt und im Miichon- 
(3lcnu3ut do. ZwiseJu^n (hui I)i(’ldigk('iion dcr (ivhni und (her 
walirou Ijhdctrioitilt l)t‘st{dit nacli 120 (1), (2), (3) d(U’ Zu- 
saiuuu3ubang 



und in cinoin hoinogenun M tedium also 


(ro 




All dor ()l)(3rlliL(3h(3 ciiios IiC.it(‘rs ist 


(0) a — fa'\ 

I)l(3so Korniid jd)or gilt an oincr audit hdUunhui Miudu’ mn\ 
w(3nu £ /u lioidi’ii Soiton donsidlnui Worth hat; sonst kaiiu man 
B(‘ty.cu : 

(!<;,' I a;. )(>i < )_ 

•J ' 

Ibt die. mit Kloktriidiiit ladadmiu Flihdui din (lrcn’/a‘ /wistdicn 
oincuii Lidtnr und dem I)iidnktri(nun, so ist, w(‘nn d(‘r ladtcr auf 
d(U’ Hodtn dor ntiguiivon v lingt, (df/> b a) ' *■''* 0, und nnui nrhiilt 

uiid lblgli(di ist auch in di(‘Honi Fulh’. 


S. v^\). 


Baa Conlomb’ftclic Gosetz. 
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a — a(j'\ 

woriu a die DielcktricitiltscoiistaiitG dos Dielektricunis ist. 

Woiin wir in dor Folgo von der Diclitigkoit der Elektricitiit 
fi(‘]ileclitwog redon, so soli dnniiiter dio waliro Elektricitiit ver- 
stiuidon wtn'den i). 

Bozeicdiiiet man rnit Ji du‘. Kntnuaiung oinos variableu Punktes 
von oinom losteu runkto, <^dwa dtnn Goordinatenanfangspnnkte, 
HO orgiobt fiie.li a, ns (2) filr oin unondlich grosses 11 

(7) liia Jfg; — (>"d‘r -j- 

r J 

und die linke Scute dieses Ausdnickc^.s ist dic^, gcsainiuto Menge 
der ini Fi^lde vorhandoneu ircutui FdoktrieitiU Es ist also 
in grosscu* Entfernung niilicriingswciso 

(») 9 - -£■ 


§. 129. 

Das Coulonili'sclio (iesetz. 


Ihn YOU dun Ergebnisscui dor letzten Detrtuihtungen eine 
Anwendung zu ina.ch(ui, lunumui wir an, in eiucuu liomogcuicu 
uiudektvisclKm Diiduktricann seicui zwcu Eeitor niit don waliriui 
und fnuou Laduiigiui (:], Fl, (ungehcd-tot; p und sind ~ 0 

zii Hcdzcuu Woim da.iHi f/<i and </*., dic^ oonstanien AYortlie dcu' 
Fiuudion cp in don boidon Leitorn Kig. ne. 

sind, so (U’giol)t sicli aus 128 (1) 

(l) 2 I f/i,rv 

Bezcucdulou wir niit dicj Eut- 
rernung ivgond oiuos iunoriui Puuktos 
d(‘s (‘.rston Loiters vou doin Olnu’- 
llachcuiu.Umicuit c/oj d(‘,ssolboui Loitcu’s 
und niit die Entforunng dossi*lbon 
Piinkte.H vou d(3ni Oboriliiehonolomoiit do^ dcs zwoitcn Lcutcu’s, so 
ist iiac'b iij. 128 (2) 



Anf (lift Not Invc.ijfligkftjt <lf‘r 1 JjiinrHolHudioig zwiniilaai wahna* luitl 
IVitiiM’ KlcddriaKiU. hat. Hertz uurnKU'kHam gcutismlii: ,dlebor dif* (irmid- 
glfdcduaigfai der Flektradyiiamik Hir ruheiide Jv(iriier.“ 


Fiinfzelinter Abschnitt. 


§. 129 . 


< 5 Pi = ^11 4“ 

and ebenso ergiebt sicli 


(p2 = g522 + “T: ’ ^22 

J '21 


(5'^ do^ 


(5\do2 


Bedeuten also i?i, Eg ^wei mittlere Werthe von ri 2 ^ 21 , 
so folgt 

6* 

<3Pi = 92 = 922 + 

Wenn nan angenommen wird, dass die Dimensionen der 
beiden Leiter im Vergleicli init ihren gegenseitigen. Entfernungen 
anendlich klein sind, so konnen wir li^ = — E setzen, and 

anter E die Entfernung der beiden Leiter verstehen. Dann 
wird aber nach ( 1 ) 

2T = H" 92 2 ^2 H ^ ^ E ’ 

..X ^ _ 9 ii^i + 922^^2 , 

(2) i — 2 ^ E ' 

___ 9l 1^1 + 922^2 , 0,0-2 

— 2 ^ sE^ 

worin s die Dielektricitatsconstante des Dielektricams ist. 

Wenn nun die beiden Leiter am ein anendlich kleines 6R 
von einander entfernt werden, obne dass die Ladung geilndert 
wird, so bleiben (p,,, 922 angeiindert, and es ergiebt sicli 


dT = 


dE — — s 


and dies ist die Arbeit, die bei der Verscliiebang dB zii leisten 
ist Die beiden Leiter iiben also eine Kraft aiif einander aus, 
deren Grdsse 

^ ^ aR^~ E^ 


ist, die die Richtang der V erbindungslinie E hat, and die bei 
gleichem Vorzeichen von $2 eine Abstossang ist. Dies ist das 
Coalomb’sche Gesetz. 

Za demselben Resaltat kommt man aach, wenn man die 
beiden aaf einander wirkenden Korper als Nichtleiter annimmt. 


§• !-!>■ 


Das Uouloiiili’scli 0 Gcsetz, 
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Ini Icoreu Ramnc (luul in dcr Luft iiahezii) wircl e ~ I ge~ 
•Hotzt. Danu ist nacli (4) als Eiiilioit die Fdektricitatsmcnge :in- 
genoimuGu, dio in dor l^anheit dor Euti’ernuiig im leoren Raume 
4Luf dio ihr gloiclio i\Ieugo dio l^iulieit dcr Kraft ausiibt. Dios 
ist dio olektro«tatiscli o Fi illicit dor Eloktricitiit. 

Um di(‘ DinKnisioneii aiizugt'bi'ii, in dencn oinc (JrdsBG go- 
luosson Avird, bcdionou wir iins dor ilbliolicn Rozciolmuiig: 

Das Zcio-luni 

[.4] 

1)edcut(‘t, dass oini'. (Inisso A von dor Diinousion ft in Rezug uiif 
dit‘. MaKS(‘,, A in .Dt'zug aiir dit‘- .Diingo und r in D(‘,zng nuf dio 
Zoit ist, Daboi kiinnou dio ICxiiononten ft, Z, tr [iositiv odor 
nogativ, ganz odor gebroclioii odtn* — 0 Hoin. Sind sic 

alli^ dri'i “ 0, so hat -^4 gar koine DimoMBiouiui, d. h. os ist cine 
Zald. Als I'aiili(nt(^n flir Dilngo, Zedt und Masse ^YondGt man in 
thu* Pliysik jt'tzt gc'.wiihnlich das Centinudor, die Soouinki und 
das (Jramin an. 

Dio Fmu’giii 7’, ditj diindi oino. l(3lH)n(lig(‘ Kraft geni(‘Bsoii 
wt'nh'u kann, hat dii‘. Dinuuisiou 

I'/’i "i. 

Das VohiinoiKdoimmt r/r hat di(‘. Dinuaision uinl folg- 

li(’h iTgitdit di('. (Uo.io.hung 12(1 (4) odm* (o) 

|/ea;| 

Rci dor Art dor Einriihruug von ^ konnio man daran 
donktm, J) a, Is oiiui Eiingc^ zu do.lininai. Da, abor dio Erklarung 
v(ui 3) als (‘iiun* Dilngo dooli nnr liypotludisoJi und dor dirocten 
Doobaohtung niolit zugiingli(di ist, so ludiinon wir, wio (3 h ublich 
ist, f als roino Znld an, dio fiir do.n looron liauin rrrr. 1 goaotzt 
wird, Danu c‘rlialton wir fim (doktrostadisekon MaassHystiuno) 

[7)1 ^ 

fill* (las Dotmiiial 

[7; I — 

i'iir (lie. Klcktru!il.iitstnoiiffi! (walirii uiul i'roio) 

jej r— r'^* r'^ \. 


I’’ it 11 rzclin ti'i* Absohu it L 






i:;o. 

I ) i 0 o 11 1 ti (' i t‘. 1 1 ' k t r i c. i i ii t , 

Wir h.‘il)(Ui bishcr oino birs(‘lK‘.iumi|J,’ nus thin (Jchit'it' thi' 
Mlnktricitiit nnsser Acht j^a^Iiissnn , dio vou ,t,n*oss(‘r Winht i,i>kt‘it 
isl-, iilnn* din wir uiiH liitn* iioidi Ihidniischtiri ^tdiini nuisstni. Dit^ 
Krfaluiin^ dass durcli dh‘ blossn Ih'riihrun^^ 7.\vv\vv vnr- 

s(duod('narti^^nr Loiter, 7. Ik /aide uiid Kuidor, jundi idnu^ Ziiriihr 
YOU Kloktrieitiit in i\vv Uingobun^ oiu l^)iauuungHzusianil tmi- 
stall t. 

Dio Lcdiuguugou liir diost^ KrHchoituing ergabau sir.h a, us 
der Annahmo, dass in dor Ti‘onnungs(liic!u^ tune la^stnuhi'ts nur vou 
dor Na,tur dor boith'u Lrit<‘.r a.bliiiiigigt* Kraft wirkl, so dass 
zur Dun'hdringuug dor Kliiidio initttdst dos Vorsoliiobungsvta'tors 
2) oiu bosoiidoror Arladtsaiifwand in'K.hig isk 

1st do oil! Llounnit dor rioiiihrmigslliiolio (> zwoitu’ Loittn* 
/[, 1/ und }i dio vou vl luudi // gtU’iohttd.o Nonnalo aiif da, so 
ist zur Vorsoliiiduiug <) I>n in dor Uiolilung vou it din Arludis- 
aiifwaiul von ibu' (Irdsso (./I, II)i)J),id() t'rfordorliob, wouii 1 .!,/>) 
tduo von dor Nalur dor boithMi Loibu’ abhiiugigo Coioduulo isi, 
dio dio S])auuuugsdi rfo,rou/, tidor dio (dt‘k tr istdio [)i ffo rou/. 
vou A. und .// hoisst 

Maji kaaiu also das Flihdumtdtuuout dtt als Sitz t*iu(i‘ Kraft 
aiisolioii, tbu'ou Intonsitiit (yl, Ii)d(> ist, uud dio, wcuiu (/I, 11) 
])ositiv ist, von B natdi A gorio-htol ist, und aits ili‘,r IkaUuiiung 
dos Zoiolious (yl, i)) orgitdit sio.li 

(A. n) -- (//, A). 

Dor Vors('liicl)ung outsjiriohi also oiu Kuorgit'zuwacdis 

vou der (iriisso {A^ J>)(i I),^d uud <lor Ausdnude tilr dit‘ Varia- 
tion dor l^niorgio 127 (l^Jl erhiilt dalnu’ folgondt' Krgiluzung 

(U (>7'r-rJ (Ii.d'D^ I A'„(VA, I (1% 

■I (A, /)*,) 

woviu Kicli dio Intcf'ration iiach dn ;nif dio Iku’iUirunKSlliicUii voii 
A und B OKtrcuilct. 


S. 130. 


Die C 0 II tac 1 0 1 u k tr i c i t ;it. 


8 11) 


Woun nun alle ancleren Bedin^ungen wie in §. 127 bostohen 
bloiben, iiuv die Stetigkeit der Function q) an der Fliiclie 0 nocli 
daliingostGllt bleibt, ao ergiobt sicli duvcli Anwendung dor Fornicl 
127 (13), wonn wir dio boidon Staton dor Fliiclie 0 als Grenz- 
(lilclitni iin Foldo ansohen, und mit uiul die Wertlio von 
<p auf beiden Sciten diescr Fliiclie liozcndinon: 


( 2 ) dT— j {q)u — cp„)dl),,(l() - I (. 1 , ./>) j i) J),,(lo. 

Im Zustandc dca Gloicligcnviclitos muss diosin.' Ausdruck iiii: 
bolioliigo ()'7Ai vorsclnvindon und daraiia ergiebt aicli 

(d) (p,, — (pn — {A, ./>). 


Dio b’unction (/; niusa also bciiu Uoborgango von U nacli A 
oinc c.onstanto DiHcontinuitiit von dtu' (Iriisso dor Sjiannungs- 
diricrcnz (A^Ji) orlcideii. Ini IFolvrigcm liloibcn dio Bodingiiugini, 
dio wiv.iu 127 aulgostcllt lialion, ungoiludort. 

Dio Fuiu’.tion hat also in jodoiu dor boidon Ijoitor oinon 
constanten Worth, abor dioso Gonstanton Bind in den boidon Kiir- 
])orn vorscliiodon. 

Isl; oin solchoi* zuKainniongosoiztor Loiter von oimnn Nicht- 
loitor, (‘twa. von dor Inilt, uingolion, so hat dio, Fnnclion (p I’iir 
don Aussonrauin d(U’ Lodingnng zu goniigon, diiss sic a.n don 
iVoiou Oborlliiohon von A iind J! jo oiiuni consianlun W(n*tb 
(n’hiilt. Dioso Function, und dninit dor Sj)annungszusta,nd, ist 
also niclit von dm,’ Gestalt dor IForllhrungsllilclio solbst, sondoru 
mir von dor Gronztinio zwiscdion lioiden Lei torn a,n dor Ober- 
iliudio aldiilrigig. 

Wmidot man dio T’orund bl) (tS) an, so orgielit sicli, wi(^ 
in 12H (2) 



wonn 


(5) — 4 0t)f — f/)„ — (fi =r (/I, li) 

gosidzt wil’d, und dio lotzto Integration auf dio gauze Beriihriings- 
ililcho zu orstreckon ist Daraus orgiobt sich, da,ss dor von dor 
Dorubrungslliiclio liorrUhrendo Dostandtboil von </), nilmlicli 
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Fiinf'zehuter Absohnitt. 


§. 130 . 


( 6 ) 



als das Newtoii’sclie Potential einer liber cliese Flache 
ausgebreiteten elektrischeiiDoppelschicht von cler Flachen- 
S3. dichtigkeit angesehen werden kann 

(§. 100 ). 

In der Figur 53 ist A als 
Zink, B als Kupfer angenommen, 
wobei (J., jB) > 0 , also die Kraft K 
vora Kupfer ziim Zink gerichtet ist, 
wiibrend die positive Normale voin 
Zink zum Kupfer geht. In der Doppel- 
schicht ist die positive Dichtigkeit 
auf der Seite der negativen also auf der Zinkseite anzu- 
nohmen. 



Detrachten wir einen aus inehreren Stoffen, etwa .4, J5, (7, 
gebildeten Leiter, in dem die Elektricitat im Gleichgewicht 
ist, so hat in jcdem Tlieile dieses Leiters das Potential 9 einen 
constanten Worth. Legen wir in dem Leiter eine in sicli zurlick- 
laufende Linie, die der Reihe nach durcli die Berlihrungstlaclien 
von A. und J7, von B und G und von C und A flihrt, so hat 9 
nach oinander die sprungweisen Aenderungen (A, JB), (J?, 0)^ 
(0, yi) erfahren, und da es am Ende wieder zu seinem Ausgangs- 
wcrthe zuriick gelangt sein muss, so folgt die Relation 


(7) (A, B) + (jB, G) + (0, A) = 0 , 

die unter dem Namen dcs Spannungsgesetzes bekannt ist. 

Ist dieses Gesetz nicht erfilllt, so ist zwisclien den drei 
Leitcrn iiberhaupt kein elektrisclies Gleichgewicht muglich. Man 
niiterselicidet luernach Leiter erster Classe, die demSpannungs- 
gi'sotze gehorchcn, zu denen in erster Linie die Metalle gehorenj 
und Leiter zweiter Classe, die, wenn sie mit Leitern erster Classe 
v(‘rl)undeu siiul, diesem Gesetze nicht gehorchen. Diese Korper 
sind iinmer chemisch zusammengesetzt, und die Leitung beruht bei 
iliium auf einem chemischen Vorgange, wie wir weiterhin nocli 
solien werden. 

In iihnlicher Weise wllrcle das elektrostatische Problem zu 
formulircn sein, wenn an Stelle der Contactkraft eine stetig durch 
don Ijoitor vcrtheiltc gegebene feste elektrisclic Kraft & tliatig 



, j {E^ 81)^^ Ey8D,j-^ E,8 D,) dv 

-f" J (Ex 8 Ex -f- Ey8 Ey -|- E~8E^ dv = 0, 
cl diese Bedingung ist befriecligt, wenn 


E — — ^ 
” ~ dx 


Ex, 


E — 

dy 


- e;, 


E. = 


0<P 


d0 


= --2?; 


setzt wird. Dies ist aber nur moglicli, wenn das Integral 
E'sds liber jede im Leiter gesclilossene Curve gleicb Null ist, 


nil also der curl von ffi' verscliwinclet mid (B' ein einwerthiges 
'tential hat. Setzen wir 


JE' = r 


dif 


dx 


E' 




E' = 


dxjj 


miissen wir ip als eine gegebene Function des Ortes anselien, 
.d das Potential (p ist ftir das umgebencle Dielektricum durch 
3 Bedingung = 0 und durch die Greiizbedingung be* 
.mmt, class an der Oberflaclie (p — ijj const, sein soil. Die 
mstante, die liierbei auftritt, wird durch die dem Leiter mit* 
theilte Elektricitatsmenge bestimmt. 


Ei em ann - Web or , Partielle Differ entialgleichungen. 
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Sechzehnter Absclinitt. 


Probleme der Elektrostatik. 


§. 131 . 

Influenz eines elektrischen Punktes. 

Wenn in einem elektrostatisclien System einer cler lei- 
tenden Korper unendlicli ausgedehnt ist, und im Unendliclien 
keine freie Elektricitat vorlianclen ist, so muss in diesem ganzen 
Leiter das Potential = 0 sein. Wir konnen diese Voraussetzung 
naherungsweise realisiren, wenn wir in einem endlichen System 
einen der Leiter durcli einen leitenden Draht mit der Erde in 
Verbindmig setzen. Wir konnen dann, wenn wir den leitenden 
Draht hinlanglich dlinn und das ganze System in geniigender 
Entfernung von der Erdoberflache annehmen, auch wieder von 
dem Einfluss dieser beiden absehen, und es ist also eiiie mit 
wirklich vorkommenden Verhaltnissen vereinbare Voraussetzung, 
wenn wir annehmen, dass in einem elektrostatischen System 
das Potential in einem der vorkommenden Leiter auf Null ge- 
halten werde. Ein solcher Leiter mag der Kiirze wegen zur 
Erde abgeleitet heissen. Dieser Leiter mit der Spannung 
Null ist darum nicht frei von elektrischer Ladling. Die auf 
ihm angehaufte Elektricitat heisst durch Influenz der son- 
stigen im System vorkommenden Elektricitat erregt oder 
inducirt. 

Betrachten wir im leeren Raume oder in der Luft, so dass 
der Dnterschied zwischen wahrer und freier Elektricitat ver- 
schwindet, einen einzelnen zur Erde abgeleiteten Conductor und 
einen mit der Elektricitatsmenge — 1 geladenen Punkt j;, so 


§• 132. 


Kick i.ri ci 1 fits vcr Lluulun fr. 




geniigt das Potential cp diosos Systems iu dein llaumtUcil r, der 
den Punkt ji> eutlililt, dor Dilferoiilialgloichiing z /9 — 0; es ist 
an der Obciiliiohe dos Loiters gle.ioli Null, imd die Formcl §. 128 
(2) zeigt, dass (/) niehts aiidorc'S ist als die (Iroou’sclie Func- 
tion des Raumes ri). 

Der elektrische Fuiikt kaiiu auas(U’l\all) odor, wonn der Goii- 
ductor liohl godaclit wird, aucli iiincrlialb lii'gtui. iVus dor Func- 
tion q? lasst sich dann die I)itditigk(ut d dor Floktruutiit an dor 
OborfUiclie des T.oiters iiach dor Formol 127 ( 8 ) (indcn: 


wenn v die aus dmn Loiter in dim Raum t gezogono Nonnalo 
bedeutet. 


Das libor dii^ Oberllilidu) dos lautiu’s geuommono Integral 
JuoZo ist dio g( 3 sannnto Kloktricitilismengo, di (3 aiif iloni Loiter 
aiifgGhauft ist Diesis ist also nacli 9G (13) 


1 

An 


fii? 

\)v 


do r:— 1. 


Daraus folgt, dass oino iu e.inoin Punktn lunicimtrirto Klek- 
tricitiltsmengo iu oinoin zur Fnalo aligoli'.itotim {lomliud-or die 
gleicbe und imtgogongosidzto Mimgo aus dor Frdo aulsaugt 


132. 

Elektricitiitsvortlioilung au! concon tris ch on Kugol- 

flachon. 

Betracliton wir uls orsti^s Hoispicl {‘in System von zwei cou- 
ccntrischen Kugolllaohim init dim Radion b, auf domm die eon- 
stanten Potential wertlui yl, B lu'D’sclum, so wiril (p oino Function 
des Abstaiides r vom Kagelmittolpiuikt, dio dor Dineroutiul- 
gleichung 


') In dicBcr Wciiac isi. in dor Abimndlung von Orcen (Orel Us’h Jnuvn. 
BcL 39, aueh in Ontwald’s ChiBHikurn) diene Funcllotii zuernt eiu- 
goflilirt. 
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Seclizehuter- Abschuitt. 


geniigt (§. lOb), und die dalier den allgemeinen Ausdriick 

hat, wenn m und n Constanten sind. Diese Constanten haben 
verschiedenen Werth in dem schaalenformigen Raume 2wischen 
5^^ den beiden Kugeln, wo das Potential 

init bezeichnet sei, nnd in dem 
ausseren Raume, wo es cp^ sei, 

/ \ Fiir (pi haben wir die beiden Be- 

/ / ' V'X \ dingungen : 

I / 11 A I TO I 

II if 1 ^ = m + = m + . 

Y \A / / und fiir 92- 

]bV m = 0 , n = Bl). 

^ ^ Wir erhalten daraus 

Bb{r — a) Aa(b — r) 

r {b — a) ’ 


Die Dichtigkeiten 6 ^ und Ug aui beiden Kugemachen be- 
stimmen sich aus 

— ~a (6 — «)’ 

_4^(j __aiB — A) B 

drJr^ir T{b^—'c^~h' 

Die Gesammtmengen Cj, sind 4 jr(Jia 2 , also 

ah(B — A) 

ij^'a ’ 


4:7C6o 




Hieraus sind, wenn und gegeben sind, A und B zu 
bestimmen. Nehmen wir aber an, eine der beiden Kugelliachen, 
etwa die aussere, sei zurErde abgeleitet, so isti? = 0 211 setzen, 
und es ergiebt sich 

ah A 




also, wenn wir 


e>2 = setzen, 


188 . y (‘rtlieiluii^; der Elektricitat auf oinoni EllipKuLd. 


825 



und hicriii bedoutet also ‘nir die aul* dor innereii KugelfULcho 
aufgeliiiufto Meiige Ireici* Elektricitiit. 1st s dioJ^Diclcktricitats- 
constante der schaaleiiformigcii Scdiiclit, so ist m = snv^ die 
wahre Elcktricitatsmcngc, die auf der iniiereii Flaclio gclagert ist, 
Avillircnd auf dor iiusseren die Meuge — 7)i vcrtlioilt ist. 

Denkoii wir uiis A auf oiner liestimuiteu Ildlic gcdialten, 
etwa iiulom die iiiiicre Kugol luit oiner bdektricitiitsiiuclle von 
eonstantem Potential in Vorbindung gosot/d ist, so wird die ans 
der Erdc aufgesangte Elcktricitiitsinengo uni so grosser sein, 
je klciner h — a, d. h. jo diluner die niehtleitende Schielit 
zwischen beidcn Kugclu ist, und wird luit abnolnneuder Dicko 
iibor alle (Ircnzen wacbscn. Dies ist das Priucip des Condon - 
sators. 


§. 183. 

Vortlieiluug dor Eloktricitat auf oinom Ellipsoid. 


Wcim man die Vcrtlieilung oiner oinom Loiter initgetlunlteu 
Eloktri(‘.itiitsmengc auf seiner Olxndliiclie ormittoln will, wonu 
koine iiusHiU’on Einlliisso in Ikitraclit kominen, so ha.t man oim^ 
aolclio Massouvorthoilung auf der Oborllileho aufzusuclien, boi der 
das NewtoiPscbo Potemtial iui Ininu'en oonstjint wird. 

Diose Ihidot man, wenn man dio Diirorontialgleichuiig A ijjT/TzO 
fiir don iiusscron llaiim iintor der VorauasGtzung intogriron kann, 
dasa 'ijj an dor Obcrdiiclie oinen constanton Worth K bat, wilU- 
rond dio allgomoincn Stetigkoitsbodingungon und dio Bodingungeu 
ini Uuendlichcn, denon jedes Potential ondlicbor MuBseii geniigt, 
orfiillt siiuL 

Flir oino Elli})soidlliicbo init den llall)a\'on «, />, c habon wir 
selion friiber (§. 108} dicso Aiifgabo gcllist. Eb hat sich dort 
goziugt, dass cine mit dor Flachendichtigkeit 


( 1 ) 


4 X ah c 




auT dor EllipsoidlUusliG vorthoilto Masso m im Innoron. d(!S Ellip- 
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§. 1 : 54 . 


soides oiii coiistanies Potential luit, mul diirtdi die Foniud (1) 
ist also fill* dii^seii Fall das cdektrostatiscJu' ProhUnn ^^ddst. 

Als Grenxfall kihiiioii wir daraiis die Vertheilung dor Fdtdc- 
trieitilt auf eiiior (dliptisc.hon Seheibo alileittni, wiuin Avir a in 
Null ubcr[i;chcu lassen. Da lutu’bei fj^bdcb/.eiti^^ unciulU(di kleiu 
wird, so luiisseii wir ziiinaelist luit Iliilfe d(‘r ( Jleiidumg’ der 
Fliu'he eliiniuiron. Wir aetzen also (1) in die Form: 


(? - 


1)1 


7T. a b 


1/1 ( 


1 - 

y « A 

ay 0 - V 

‘ hy 


iiiid dies f^dobt fur 6' “ 0 


m 


4 7t a b 


1/, t 


Da nun bier aber auf beiden Seitiui (bn* Sidudlai die niim- 
liehe Masaonverthcilunfj; sta.ttllndet, so ist di(*ser Ansdruek zii 
vcrdoppelu, wenn wir untin* Diebti^dodt dit^ auf d(‘r b'liieben- 
(dnlioit dor Seboibo ani^oliiiufte Fb'klrie.itillsnien^e vursteben 
wollcn, mid so cr^dobt siidi fiir di(^ (dlijitiscdie Scdieibi', 


(a) 


(5 r=r 

27r y d-b'^ 


m 

.... 




uud sjiecioll fiir <lie 
y'l — r setzoii, 
(3) c? 


Kreissidioila' 

))i 

2 ?r (t ya '*^ 


wenn wir 






h luid 


Man siebt, dass am Iland(‘. (Uir Seladla*. di(^ Diebtigkeit an- 
ondlieJi gross ist, wilbrend docb die (b'.Kammimasst* midlich bloibt. 


134. 

Andere Pebandlung der K ndssebeil) e. 

Das Problem der Vertb(dlung dm* statisebmi Flektrieiiiit auf 
einer ebenen loitcmlen Fliiclie liisst sie.b noeli auf ein(‘ audma* Art 
angreifen, dio wegmi des Ausdrueks bmnerkenswerih ist, ilen sii^ 
fiir das Potential liid’m’t. 


§. 134 . 


Audoro Beliandlunji; der Kreiasolieibe. 
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Legen Avir die l(dtc\id(‘ Fliudic t) in die a; 2 /-Ebene, so wird 
wegeii del' Symmetric di(‘ Kunctioii cp cine gcrado Function 
von , 3 / seiii, uiid es gciuigt d:uin, W(Mn) q) iur positive Wortlie 
von rJ bekannt ist. Es muss nber (p I'iir ; 0 ’ — () dcr Ibidingung 
geniigen 

— — 0 uusserlia.il) S. 

( 1 ) 

cp — e.onst. inuerliulb S. 

Ist cp l)ckuinit, so crliiilt man ITir die l)iclitigk(ut 0 der Kick- 
tricitiit auf der Fliicho H 

dq) 

'(f) ’ 


( 2 ) 


2 ?r () : 


und (lie Constante der /uvcutiui Gleicdiung (1) wird aus dor 
Gcsamintmonge der d(‘r Flilelie mitgotheiltcu Klektricitiit bo- 
stimmt. Ausserdtu)) habeu wir noch lur q) die [)artiene DiUc- 
rcntialglciehmig: 

...v . 0^9 1 d-q) , o-q) 

(:-J) zfq) — — - H- r-T “ h 

und im IJnondlicluui muss q) verse, hwiiideii. 

Kin particulares Integral von (3), das d(U* let^^tcui Hedhigung 
geniigt, ist 

(4) 9 — ” 

worin a cine positive Constante und <1^ eino iMuudiou von jj 
alloin ist, die dor l)inereniialgloi(3ning 

fi'^Cl) (M(j) 

(5) r-. ' --r 

geniigt, Nolnuou wir irgend luno Ldsung (P (a*, ?/, a) der (Hoi- 
cluing (5), die aussor von a’, y aucli nocli von a abbilngt, ao 
kunnou wir, wenu wir mit f{a) cine vvillkurliclu‘. Function von a 
bczoiclinen, aus (4) oin allgtuneines Integral abbuton 

(f> ~ “'/(«) 2/, «), 

und wir konuon aiieli cine Sunnne soldier partuuilaroii Intogi'ale 
bildon. Dies fillirt, weuii wir noch mit eimu' Gonstanten doc niulti- 
plicureii und die Suinmo fiir alle xulilssigon, d. h, fill* alle ])()«!- 
tivcri cc nelimon, zii d(nn Austlruek 


9 


C'^'7 /A 


( 6 ) 
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Um luin (li'u IJotlingiiiiKon (1) yax g(niu^on, liiitto man (lit 
Fiuu'tiiMi /(r^) HO VAX bestiiumeib (lass 


O) 


j a/‘(«) j/,r4) (ifoc aussi'rhalb fS 

n 

j yX^^) ~ iiuu'rluilb 

I) 


liii Allgomciuen halicui wir zur Liisuiig dicKor Aiifgalio kcuii 
iniUHniittcl; wohl abev gcliiigt (lit! Bcstiimuung von /'(«) Icitdil 
W(!im S cine KroiHlliitilio ist. 

Wfimi wir tbiun in (lt!r .r ;)/ - Kbcno Polarcoortliiialoii tnii- 
fUlirou, dcron Pol dor Mittolpunkt der KrciHilikdit' .S' mil. don: 
Radius a iat, indom wir 


.r rrr: }' OOS f)', 1/ ■r~. VvSill .1)' 

sotzon, so wird c/' xnid *l> mir von r iililiiiiigig soiii, and dioDiHb 
rontialgk'iohung (b) g(!lit in rolgondo iibor (S. 42): 

^ V , 1 (l<l> , , 

(8) 7,7.; - |-? rff 


Dicso bat, von innom (’(niKtanton Fn.(‘t()r abg('.Hubon 

nur oin Intogral, das filr r™0 (nidlioh bbubti, niliulich (li( 
B(*ssoVhc.1io Function J {ccr)^ iind wir erlialtou also 

F 

(D) g) rrr e"‘'^^f{a)J(aY) 

0 

wiibronil die Ikulin^ungon (7) (n‘p:ob(M\‘. 

m 

a /{a) ff{av) (la — 0 r > a, 

(1^0 

j f{a) J{ar) da — const. r • a, 

II 

ixnd nacli (2): 

(11) j* a f{a) r/(«r) da 27r(T r <Z a. 

1) 

Hier fi;obcn uns nun die l)o.Htinuntcn Intoi^rale, dic^ wir in: 
acliten Abschnitt tur die BcsscFschc. Function abgcdtntnt hal)cn 
sohr cinfach die Hcstinuuuug von f(a). 


CoutjictelcktricitiLt. 
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:m wir niimlicli 


/(«) 


m sinr/a 


(t a 

.(> orlialton wir iiadi 78 (3) 

TT. 

7 ^ 2 

1)l> 


0 

h §. 77 (G) iiiul (7): 


art*, sin 
a r 


j* cjcf(c4>) J{(ir) (la — 0 

a y a- — 


r C (t, 

r > a, 

r > a, 
r < a; 


nlso (lio Bodingun^eu (lOj orfilllt, und flu* dio Dichtig- 
iol)t sich aus (Uj 

2 Tttcy 

lot nnin das Integral 


<? (I a r- 


VI 

lur.it 


rdr (I q.) 

y (t- — r 


m, 


bt sich, (lass m dit^ gesaininto anf dor FUiclio vortlicilto 
itiitHinongo iat. Filr das Potential q) orhillt man aber liior 
tive WortliG von p den Auadruek 


f/) r-- 


in 

(I 



Kinwa 

a 


-/ (cc r) d a. 


S. 135 . 

Oontaoteloktri citai 

r betraebton nocli eiu Ikiisi)iol filr dio Bostimmung einos 
Contact licrvorgenifenon Spammngszustaudos. 
nu)ge e.inc Kngtd voni Radius c aus zwei ITalbkugeln 


See eluiLer AliBcliiiitt. 


S. i:;5. 




von verscliiodcnoii i\lcdalloii 7?, otwa Zink und Kupliu’, zu- 
sammengesotzt stviii. 

Wcuiii wir uuici’ a iind h die consfcnuion Werilu^ d(^s (dek- 
trisdioii INdcutiids cp in den boiden metalliscduai H{ill)kug('lu ver- 
stelien, so ist 

(1) (6 /; rr::. (.1, 7)’), 

d. 1). gloieli del* als bokanut vornusgc'.st'tztcu SpaiuiniigsdilTonMiz 
dor l)oideu Metallo. 

Wenn wir annobmen, dass dor Kugol keino kUdctri(uliit von 
aiisseu mitgothoilt. sci, so .muss die Vertheilung in lU^zug auf 
die l.>cruhriiugsobeno symmetrisch (mit ontgegcuigostvl,zt;(uiiZoi('.ht'n) 
soin, mid das (ibddvo gilt in .Bezug auf dio Potiuitialwertlii'.. 

Es wird also in diosoin Kalle 

(2) a h — 0, a ™ < I) — (yl, II) 


soin, und wir l)Osc.hriinki‘n dl(^ Betradilungou dm* Kinratddi(dt 
balber widterliin auf dit'sem Kail Dm* ullgmueim^ Fall liissi. sic.h 
bim*a.us abliutoii, indmn man (bun g(‘Wunnou(m llesultat das Po- 
toutial oilier obdetriseb gtdadmimi lioinogonmi Kug(‘l binzulngk 

In nnserom Falb^ isl; nun d(U‘ Worth dor Kumdiun ip an 
dor Kugeloborlliielui, und zwar an de.r oimui Ilillfto — -\ u, an 
dor aiidorun — — a gegeben. 

Bi^zoiobnou wir mit <L> eino Funetion a.uf d(n* Kugidllilebc, 
die aaif dm* Ilalbkugel A den Worth •' I - re, auf dm* IIall}kugt‘l 7/ dmi 
Worth — a hat, so ist nach dmn Salzo Ill (H) da.s Potential 
9 i]i irgond eiiicm ilusHoren Punkto j} 


(^0 


d- c q) 




^>2) flo 

yr" — li rc e.os^' | a- 


Ilierin ist r dio Entfm'iiung (b‘s Piiuktes j) vom Kuge.liniUrd- 
punkt, do (‘in Klomoiit dor Ivug(*lllii(’Jm, and p dm* Winlod 
zwiselien r und dein nacli do gm*ieht(‘.t(m lladiuH. 

Wir fiihren Jetzt Polarcoordinutoii ein, dm’cm Axi^ naidi dmn 
Puiikt(^ p, fiir don das Pot(‘ntial r/; la'slimmt werdon soli, ge« 
richtet ist. 

In (bn* Fig. 55 ist Q (/ di(‘, Tnmnungsidimie (bu* beideu 
Metallo, SH^ die Aorimitoriabibmu'. d(js (‘oordinat(‘nsyst(‘ms, f) 
dio goograi)lnscho Breitci, X di(^ Bilnge vom Aidangsmoridiau 
I^QS aus gerecdiiiet, also /i, X die goographiselimi (’oordiuatmi 


§. 135. 


C o u t a c t G 1 e k t r i c i t ii t. 


(‘iucs voriindcrlichen Punktcs co. 
Es sci oiullich die Ncigung dcr 
Trciuuiiigscbeac Q Q' gogcn doii 
Aoqiiixtor SS'^ die gloicli 

dem Wiiikel (ylP) ist. Danii ist 
do — fj- cos (Ul (5 

ulul wir bostiimneu zniuichst die 
Function von /3: 


Fig. 55. 
A 


+ .7 

k I (ixn. 


0 — ( (/>, 
'lie} 

Es ist aber 

oc) C") = «, 

fi) 0 = a 

y) M ::= 




5k| 



\ ' /k 

y 









TV ■ - 2 ft? 
TV ’ 


weuii ^ > /i > i)' , 
wonn 'i)’ > /i > — 't)', 
wonu — '[)■ jj — 


und hnu'in ist ft? die Liinge des DurdihcUnittK It dcr Ebcin^ QQ/ 
init deni IkirallclkreLse /I Nun Inilioii wir in PQJtoiu lici Q rcclit- 
wiiikligos spliilrisc.luiH Driuiudc, in dmu dii‘. \ \y\nAon\xscJIJtr — t ^ jj^ 
die anliogeiido Kathet(^ i — ,\y 1^1;, und es ist also iiaeli 
ciuer Gruudldrniol dor spliilriscluni Frigonomiduie 


Dio Function ist daher in dciu Intervall ^ tt > (i > -ijt 
Htotig, hat, ahor oiuou iiUHtotigon l)ifforoiitiah|notio)iton, mid 
diasor DUrofCiitiahiuotioiit ist rr-r. o in dou Intarvullcn (r))a) \iud 
(^0 }’)■ 

Die Gldicluuigcm (3) und (4) argehon 


_ (’c«; COH^dli 

r, (}•■' C-) j y^-i — Ufc sin ji - I- u-''’ 


und diiiHos Integral lasst sich nanli dor Forimd 
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rc COS /3 


cl^ y ^'2 — 2rc sill ^ — 2 rc sin /3 -f- c-^ 

durch partielle Integration so nmformen: 


2rq) 

— c2 


+ ■ 9 ' 

d& 


@ 


yr 2 — 2rc sin/5 -j- c- 

dp 


d(i — 2rc sin|5 -|- 


und nach (5) ergiebt sich bieraus 


( 7 ) 


2r{q) — a) 

f2 ^2 


. -9 

r d& 


d(i 




dfi yy -2 — 2rc sin /5 -f- C" 


In dem Integral isfnach (5) ]3) 

^ 7t 2 63 d& 

0 = a 


2a d(D 

7t d(i 


7t ^ cl ^ 

zu setzen, und aus (6) folgt durch leichte Rechuung 

cIg) [ cos -O’ 

___ 


( 8 ) 


COS ^ ysin^O’ — sin2/3 

Hiernach ergiebt sich aus (7) 

r (qp — a) 

r 2 — c- 

9 

cosOcZ/3 


a 

% 


-9 


COS/3 ysin-O- — sin^^ ^jr^ — 2rc sin/S -j- 


was ein elliptisches Integral ist. Man kann ihin eine andere 
Form geben, wenn man die Substitution 

sinj3 = sinO sini;; cosfid^ = sin O’ cosvdv 
macht. Man findet so 


( 9 ) 


r{(p a) 

f2 — c2 

£ j" cosQ-dv 

® J^(l — sin2^ sin^v) c- — 2rc sill'd’ sinv 


S. 185 . 
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Lassen mv liioriii r in c libergehen, so konnen wir den 
Grenzwcx'th des Auadrucks aui der linken Seite durch Diffei’en- 
tiatiou bcstimmon und crlialton die Fliicliendichtigkeit 0 der 
Klektricitat anf dor lvtigelol)orilache. Es ist namlich nach 
§. 127 (8) 

(,«, 

imd (laiiacli orgicbfc die Fovincl (9) fiir r = c 


( 11 ) 2^0 


%c j 


cos k)'dv 

(1 — sin-'{> mi^v) ]/2 (1 


sin sin v) 


Dai^aus Idlgt z. H. fur den Fuiikt der am weitesten von der 
Heruhrungsebeno entfernt ist, in dem O’ = 0 ist: 


( 12 ) 2 ji:<J„ ~ 

7 t 

LilBst man O in - ri1)cn‘golien, so wird der Ausdruck (11) 

fur i) uueiidU(‘.h gross, wio man avis eincr Umformung dcs In- 
t(‘,grals (nkomit, auf die liior ni(dit luilier eingegangen werdcn 
soil, 

Dio Ausdriickc fiir 9 uiid 0% die durcli die Fonneln (S) Ins 

7 fj 

(11) (largcstullt Hinil, gcltini mir fur clio zwischen 0 ubcI — go- 

legcnt'.n VVortlio von IK In KpiogclbiUllich cntsprccliondon Punktoii 
(let amloron llaUikugcl habtui g; und 6 durcluveg dio ontgogen- 
gosctzttni Wertlio. 

l)asH dio durc.li dio Forinolu (8) odor (9) bestimmto Function 

<jp, •wenn r >• c ist, IVir 1)' ~ stetig in Null libergebt, lasst eich 

o.bcjufalls durcU oiuo Uinroi'inung dor Intograle zeigen. Man er- 
siolit danu dariuis, dass 9 aussorlialb dor Kugol auch beim 
Durc.ligaiig diircb dio Troiniungsobeno QQ' mit seinem Diilbrential- 
(luuticiutcni stotig l)loibt, was ja ilbrigens schon aus dom all- 
garaeinou Ausdruck (;-i), aus dom dicse Rosultate bergolcitet sind, 
gcscblosKOii wordon kann. 


3o4 


S»Tli/,i*h nt i*r Ah^u’luut t. 


1;H5, 


I.UI. 

V(‘rihi‘iUni^^ dw K1 old riri lii t auf (\vl iiMh*rriilrlH‘n. 

I)i(^ IH'ubloino dor Vorthoilunii^ dn* statisoUt'U KU'ktrioitiit 
l)ict(ni moist: |j;r()sso Hcdiwiorigkoitc^u, uml maiiolu* s(‘lir t'inlaoho 
uud ^onulo fiir pniktisoho Auwt‘iidiuif^oii wiolitiiio ballr sind dfu 
Mitiadu uiiHoror houtigvm Analysis nuoli \rdliii: un/ni.dinfdiolu 
Iliorliin gehurt !«. 11 dit^ Vm’tlioiluug tbn* KlolUriidlai nut mvi 
parallidon Kroissoludlimi, ^vi(' sii‘ boi dou (knnlousatnnm vm*- 
wtnidt wordoiu Poisstni hat ymorst dio \»‘rtlndtuug <h‘r Kltdv- 
auf zwoi Kugollliiclum hostimmt, inn! l‘nddi'm ist 
Boitdoiu iio(‘h nitdirlaoh auf andmam Wt'g<*u Imhaiidolt wtjnlon 
(von Plaiia.^ Kirolihorf, C, N'e*umann, Piriolilot, UiiMuanu). 
Abor dit^ Dichiigkoit dor Kloktricdtiii is! sohtiu in iliosom Kallo 
oiiio ain'il^'tiHcli koiiii\swogs oinlaoli dar/ustidlonilo Fmtotinu tb^s 
Ortt's anir dor Kugtdlliioln*. Aohidioh vt*rh:d( os ^doli mit dor 
Vcrthoilung auf oinor Uiugnborlliiohi^, dio vjju i\ Noiunanu bt*- 
Htirnmt ist ^). 

Das (iioi(dig(‘witdit ilor Kloktrioitiit nnf oinor WuriVllliudio 
soil (nacdi (dtuT Mittludlung von Kirodihofti Diriolilot hostinnnt 
habon. Ks ist Jt'dnolv ubi*r ilioso rutorsuoliuna, uirhtN ortuillou, 

Uutor diosnn IhuHtilutlcm ist vh von Inioros«^t% dass das I’rn- 
bloju viol loi(’htt*r j:ugiinglioli wird^ wtniu man sit b auf* oin ’/woi- 
dimouHinualoB (kddot bosoliriinkt. 

Dm dioHon Fall goniibori zu nailiHiron, man sndi oin 

System) ummdlioh laiigor (’yliinlrisc’bor Fliicdion init parallobm 
Krzougoiidon dendvon, dio so mi! Klokirioitiit gedadon sind, tlass 
dio Dieditigkoit liings joilm* iMV.ongtnnton otinstnnt int. Dioso An- 
ordnnng ist iiatiirlioh in tb'r Wirklicdikoit unnn»glitdt; "dv win! 
nber (dno gut(! AnnUhorung an die* Wahrhoit tlarsttdlon, nnrh 
wemi dio oyliiidrimduni Kliiohcni bt^grou/d sind* wtmu ntir tUi* 
tvbiDrdiinonaiomm nnd gi^gouHoiligon Kntfornungon dor Fliirho)) 
kloin aind im Vorgloioh ^.u dor Idingonorhtrooknng dor (‘ylintlm*, 
mnl 'wonn nnr )iucdi dom ZuHtande^ in dm niittloron Thoiltm dm* 


Niaiurdiii^H lint K. N a mu a n n iHnkol v*»u F, Xoniuiiitu uad 
NedTo von ('. NtnirnaKni ) dtin l‘oiif»Krjn ' t, 
in dem cr (Ihh oloktrcmtHtiFcbo (doiolj^n’wicdd m , v»ai droi Ktatol- 

niicdion iK'grcn/ion lluuinoit bt'H(iiuiii( Imt. f C/ja’Ilr-Xs JoHioiti, Fd, Unj 


§, 13G. Yortlieilun';* der JOlek tricitiit uiif Cylinclorf Hlchcii. 
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Cylinder gefragt wird, so dass der Einfliiss der EiidfUiclieu ver- 
luicliliissigt werdeu kaun. 

Wir konuou fur diesou Fall aber niclit oline Weiteres die 
Formeln ainveiulen, die wir im vorigeii Abschnittc fiir die 
Elektrostatik gefunden liaben, weil dabei die Fanefcion cp iiiicnd- 
lieli werden wiirde. Weuu wir abor an Stelle des l^otentials die 
Coniponenteii der ebdetrisebeu Kraft l)etracbteu, so konnen wir 
den Grenziibergang vornolmicn. 

Nacb §. 127 (4) und §, 128 (2) liaben wir, weun wir wieder 
die Luft odor den Iceron Rauin als Dielektricuni annebmen, fur 
die Coiupononten der elektrischon Kraft iin Punkte x, ?/, liei 
oinem belicbigen Loitorsystcun , auf dem die Elcktrieitlit iibor die 
OberiliLcben vortlieilt ist: 


(0 


d(p C 6 {x — a) d 0 

A.==__=j- , 

r? _ _ f 

y - J ’ 

PJ — f ^ 


und an d(ni leitonden Obcrlliiolien baben wir die IbM'linguiig 
(f) — const. od(U’ 

( 2 ) Kdx + Eydy + E,d^ == 0 , 

wenn 6 die Fliiclnuidicbtiglaut, a^ h^o <lie Coordinateu des Flludien- 
cleniienteH do und in (2j dx, dv/, i\n\ Projeetionoii oines in 
der Oboriliicbe liogondon LiiiioneleintuitoB sind. 

Nebiuon wir mm eino (‘.ylindiischo Anordnung an, so legeu 
wir das CoordiuatensyHtom so, dass die /:f-Axo mit den Erzeugen 
d(3n der Cylinder parallod ist. Dann ist 0 von 0 unabbiingig, 
und durcli die xy-Ehmb wordon dio Cylinder in oinor Curve 
o<ler cinein System von Cmwon gesobnitten, von denon wir c?in 
Bogenedemeut init ds liozoicbncn. Daim ist 

do ~ d 8 d <?, 

und wir kbnnen in don Fonnoln (1) nun dio Integration nacb c 
zwisebon den Grenzen — co und co jiusfiibren. Es ist {vber 

0 — 0 _ d 1 ^ 

’0 0 r ’ 

•und folglicb, wie zu erwarten, 
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E, = 0-, 

ferner aber, wenn wir 

= (c — 

(a — xy -f (6 — yy = Q- 

setzen : 

7 = 1^ 

und wenn wir dies nacb (nicht nacb p) differentiiren : 

_1_ _ 0 1 
r?' r(c — -j- 

Der Bruch 

1 


r (c — -j- 

ist aber gleich Null fiir c = -[- co und gleich 2/^- flir c = — oo, 
und daraus ergiebt sich 

6 (y — h) ds 

Q~^ ’ 


( 3 ) 

Oder, wenn -wir 

(4) 

setzen : 

( 5 ) 


(p = — 2 j c? log ^ cZ s 


7?1 _ 7^1 _ 39 


Die Gleichung div (5 = 0 ergiebt bier fiir die Function (p 
die Differentialgleichung 


( 6 ) 


d^(p , 3^9 _ 

0 ^ 2 ~ r 0^^2 


und aus (2) erhalt man fiir die in der iry-Ebene liegende be- 
grenzende Gurve dq^ = 0 oder 

(7) q = const. 

Fiir die Flachendichtigkeit erhalt man, •wenn n die in den 
Nichtleiter hinein positiv gerechnete Normale bedeutet, aus 
§. 127 (8) 

d(p 


( 8 ) 


dn 


= — 4 Tt Oi. 


Um das Verhalten der Function q im Unendlichen zu be- 


§• 136. Verthcilung clci‘ Elcktrioitilt auf Cyliuderf'Iiiclieii. 
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stimmen, bczeiclinen •wir niit li die Entfernung des variableii 
Eunktes mit den Goordinatou x, y you einem festen Punkte 
init den Coordiuateu Xa,yo, also; 

It = -- — 75^, 

und setzen ausserdem 

m — 2 j (} d 

HO dass 'in die Gcsammtmoiigo dor auf dor llohe 2 dor Cylinder- 
flacliGii angeluiuften Eloktvicitiitsnuuigo, also oiiic gegobene Oon- 
staute ist. 

Es ist dami nacli (4) 

(0) (p -f’ ~ — 2 

und wenn wir inib r den Abstain! des ruiiktcs ^on dem Ele- 
meiito ds und init n)' don Winkol zAvisohon r und 11 bosiciclinen, 
so ist, wio aus dem Droiock {}h^p,ds) folgt, 

yu ]p _ 2 rli cos ah 

Wenn -wir also 

log 5'j -- j log (l 4- jL - ^ CO.,#) 

nacli Potenzeu von r/Ii eul;wiekeln, so orgiolit sick aus (*,)); 

(10) <p -I- m k.g It =r= 6'„ + (\ n - \ ' a. It 1- • • • , 

worm die Grusseu C-',,, 6’i, C'a, ... anr nock von dor Richtung 
(P(i20> von dor absoluteii (Jrdsso von li abbangon, also boi 

■unondlich wachsondoin li ondlioU bleibon. lusbcsoudoro ist bier 

(11) 6'„ = 0. 

Ks Ulsst sich nun folgondor Satz bowoison: 

Wonn die Wortbo von <p an don (Ireuzcurveii s 
und die Gonatante nt gogobon aind, so iat durcli 
die Difforontialgleiebung (0) und durck die Be- 
dingung (10), aucb wenn die <")(,, ... nicht go- 
gobon aind, die Funetion cp oindoutig bostimmt. 

Dcnn aind 9 und 9' zwei dioaon Bodingungon goniigende 
Functionou, so goniigt ihro DiU'eronz 

9 — 9' 

cbenfalls dor Difforontialgloichung (6); 0 voracliwiudot an ailmint- 

Hi oniann - WiUKiv , Bartli'llo 22 


(?log 


►S(‘chzclui tor Absclinitt. 


iJ. iiu;. 


lichen Gvciiizcurvon .s‘ luul hat iiu Uiieudlicheu eiiu', Kntwickelung 
von (lor Fonji 

(/, -I 

worin oino- (^nrstantt'. und ... ini WiKmcllicluui (‘udlitdi sitid. 

Wir l)Ojj;ron/,cu oiu Gidiiot in chn* a* y/ - Mhoin^ dundi dio 
(hirviui .s* und ('ineu Krois init (Umu iiis llniuidlhdu', w;ichs(Uulou 
Ihidius ii. AuT dies(^H idiiuie Gebiet und :iu(* don V(Hd,or 

<l> ^^^rad 

<loHS(ni Ooinpuncniton 


<li .. ... . fifi 

( n 


sind, \v(mdon "wir den Oanss’Bidnni Int;(‘.gralsaiz an niul orhallnn, 
werm <lf das Flilchouelcniont in dor ./’//-Minnie lanbnitud, : 

.f[(S)‘' (^f)1 1"' 

worin n die ins Innoro dos (Ud)i(*t(^s ^eriehttd.t^ Noriualo ist Das 
Raiulinto<!;ral ubor die liiuiini .s vorso.hwindi't alu*r, well an diestni 
Linioii cli(‘. Fune.tion (i> vorstdiwindei, nnd an dtnn uni‘ndli(di 
grossini Kriuse ist ‘()^I)/a)i- (\ /As‘ ™ Hd^y, nnd 11 llillt 
init dor negativ(ni ^/-llie-htung ziisa.mnu*.n. Donuiuch ist das tiber 
dumen Kians g(nioniin(3m‘. Integral 


( ! (h 

il) L- JGUy 
(}Jt 


nnd v(‘.rschwindot also niit uinnidlie.b. wacdistnuUnti IL Daraus 
folgt fiir das ubor das untnnllie.ht^ (lobiei, >S' genonunoin^ Dopptd- 
intogral : 

DioH ist iibc'.r nur itiiiglicli, wuun ( (ti/ox und n iilim-all 

gliiidh Null Kind. Ks ist iilsi) <I> {iinn {Inn.stantt!, di(« sicdi aus 
deni vumdiwindondeu WerUn^ von <I> jui dfui (irenzlitiie.n gleic.Ii 
Null crgielit. Aus der Ikidingung . (I erliiilt man daiui noch 
(lino lUdation zwiscliou m und <Uui (tonslauten Wcu-tlmu von (/• 
an dou Orenzliuien .s. 

W((g(ui ilirei- Analogie. mit dem Nf.wLon’selien rolenUnl 
wird eino Holelio, iMinetion ip ein logarildnnisclios Polenlial 
genannt. 
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§. U7. 

Z 11 r il c k f il li rung des Problems a ii f e i n e 
A b b i 1 d u 11 g s a u I’g a !> e. 


Der Nachweis dor Eindeutigkeit des Problems, den wir zii- 
letzt gefiilirt baben, gowillirt uns den grosseii Vovtbeil, dass wir 
niclit gonotbigt siud, uns liber die Strongo cinos jeden einzelnen 
Sebrittes genaue Reebonsebaft zu gobeii, dass wir uns durcb 
Vormutlumgeu leiten lasseii kdnueu, wcim wir uns nur nacb- 
triiglicb davon llborzeugen, dass das gefundono Ib'sultat alien 
Bedingungen der Aufgabe geniigt. 

Fiir die Bebandluiig der elcktrostatiscbon Probleme irn zwei- 
dimcuisionalen Gebiete liisst sicb nun, wio aus der Gleiclmng 
§. 136 (6) folgt, die Thoorie dor P'unctionon complexen Argti- 
niontes und besonders die dor conlormeu Abbildung verwendein 
Dio Gleiclmng 


(1) 

licsagt namlicb, dass 


a-cp , ()^cp 


0 


,ix + a,j 

()y ^ ox ^ 


dilj 


oiii vollstiindigos Dill'ercntial ist, und wonn wir also 


( 2 ) 

setzoii, so ist 

( 3 ) 



f) (p 0 i/' d q> 0 ^ 

dx dy ’ dy ()x 


(4) x = 9-\-^^ 

ist nacb §. 4G oiuo Function des comploxou Argunientes 

(5) ^ = it; + iy 1). 


Wir baben bier als Grouzeurven in dor ^-Ebono die Spuren 
der Icitendcn Cylinder zu betracliten; an cHoson liat cp constante 
Wortho, nnd in dem ganzen Gebiete ansBorluilb dieser Curvtai 
das wir niit S liezoicbncn wollcn, iat cp cindeutig und stetig. 


9 Ilior liat naturlich cine ancloro Bedoutung als in §. 13(). 

00 
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wircl tilnw im Uuoiulliclu‘n uiuuitllich, (1(U* Lo^^nriilumis dm* 
Kntfonmii^^ voii oineiu oiulliclimi riuikto. Dii^ Kiiuriion ist 
(lurch das Integral (2J hesthmut, woliei d(‘r Iiiiograiionswt'g irgoud- 
wi(*. in deal (hduoto iS' verlauruu kaun. b's wird aht*r (/» iiicht 
cindoutig scin, soudoru in (dnciu uiid (haustdbon PuiikU'. vur- 
S(;luod(‘iio Wortlio crhalteii, j('. naoh deiu luit^grationswegi^ Um 
si(i cindcutig m maclioii, luiisstt? iriau iV dur(‘h gewisst' Sdiuittc 
i^(udogcu, VAX dcrcu heidou Scitini t/' veu^sohiedono Wi'rtlu* hat 
Wir wollen zunilchst dou Kali la'lraiditiui, dass die Bo- 
grcmxuug von ti niir auB oiuor gt‘sohloHBt'neu Lini(* boHtoht Wir 
nohmcii in dor Kbeno oinor nouou coinpb'xon Variabhui 


(G) w " u / V 

oiiuui Kreis K niit doni Iladius 1 und dem Nulliuudct als MiUid- 
puukt and donkou uns auf die Klihda^ diosos KrtUHos das (Ic- 
biot 8 in don kloinston 'riioih'n ilhulicli sa abg<*bibhd, dasH dor 
Nullpunkt in din* a.’-Kbcnio doia Bankt Ibunidlitdi in tU'.r .r-Kljono 
ontsprkht Durch dinKo Abbildung ist a’ als Kuiuddnu doH 
(jomptnKOii Argumentos so b(‘Htiaual\ dass; 


1. to in dean ganzevu (Ircd)iot'. 8 (undoutig, (‘udliedi nail st'tig 
ist und, abgos(.duui von dm’ (Ironzourve^ (unen tnidlicdioa 
YOU Nall vorBcdiiedcnon l)inorontiab|noUonl(‘n bositzt; 

‘i. dass dor alisoluto Worth von ir an <li‘r (hirvi^ s gloioli 
1 wird; 

3. dass w IVir p ^ m vorscdiwimhd, and dass dio Kntwioko- 
luug von w naob falloiuhai Boionztni von j ilio Form hat: 



worin von Null vtjrsobiealon ist Is, 4b); 

4. fiir jodon ondliethon Wortli von isl w von Null vor» 
schiodon. 


Ist nun diose Function iv liokamit, so seU'/on wir 
(7 j w -- a '» , 

worin a and m roollo (lonstantm hodcuittui, und {loliniron Idor- 
durch dio Fiinctiou % dos coiuph'xo.u Argumtudos. Aus (7) Iblgt 
(H) ^ ™ a j m log as 

xind darauB dor roollo 'riudl cp von % 

{ b) ip --rr c j . ))1 log y j 
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Nun gonilgt g.) als reeller Tlioil einer Function des complexcu 
Argumeutes dor Differentialgloicliung (1). Da der absolute 
Worth V'^-F V-) von to an der Curve .s gleicli 1 ist, so crliillt 
an dicsor Curve cp den constanten Wertli c. Ferner ist wegen S. 

und also aiicli das Product der absoluten Wertlie 
y im IJnendlicliGU oiullicb, und wenn wir also ]/x^ 

mit ].i l)czeiclmen, so ist 
(10) (p ~|~ m log 

iin Unendlichen cndlich. Da iibordios n- -j- luich 4. in keinem 
endlitihen Punkto ties Gebietos N versclnvindct, so ist (p mit 
soiutni DilTor( 3 ntial(iuotionteu ini ganzen Gebicto S ondlicb, stotig 
und eindeutig, und gonilgt sonach alien Bedingungen, die wir in 
136 an die Functioncii cj) gostollt liabon. 

Dainit ist das oloktrostatischo Problem auf die Ldsung 
einor Abbildungsaufgabo zurilckgefillirt. 


$5. 13H. 

Die F Die lion diclitigkei t. 

Dor Zusnnnncnliang mit dor 'riicorio dor Fun(‘4ionen coin- 
plt'xon Argumeutes giobt uns cinon selir einfaclicu Ausdruck fiir 

I’ig. no. Fig. 57. 




die Flilcliondichtigkoit, dio duiT.h die Formol §. 136 (8) allgornein 
bestirnmt ist. Bozeiedmen wir mit den "Winkcl, den das Ele- 
ment (Is der Grenzlinie .s* mit der ;r-Ax 0 oinschliosst , uiul zwar 
so, dass els zu der Normalen n so liegt wio die positive aj-Axe 




:)42 


,s I «• 1. . t* li ta ( 6 1 ' ^ Ji I f f 


138 . 


zur itositiviMi //-Axe uiul 

H You dor 1 . 


■riikodu* in ik 

iMl 

loitor liiiii‘iu [nisiliv I'crfi 

•hurt isl t I’ iit. 

:»t; 

U. V. S.j, su 

ist 

J 1 a. (H. «) 

iK (iis. j ) 



-T 

*» 

and f‘s i.si 

< 

1 }l 

f H ^ f 

MU d 

t J' 1 

( p 

tsiN n , 


^ , 

t' s 

(*ns j/ . 

{ .r 1 

^ u 

Nin iK 



Dn ulu^r vtph 8 *ai*h hirraai 


f (p _ ^ ^ <f 

f\r f 

imd Inlgliidi 

"/’ I ; ' '•’ 
(/.; / .r ' I ./ 

worauH iiucli l!H) (St 

( I ) *I .T o’ 


sin tf. 


( n 

r J' 


^ H 

i ^ 


f n 

f >i 


V \ ts tl' , 


f q 


lio.inu’htt'u wir riuru Punlt, tn lioiit *lir C’ur\** > riaa* 
luifc (h*m Winki'l art (^‘Kou d«‘U Nirhilriii'n hat jkd‘% Ul a. v, S.), 
xuid li‘p;(ui lUu* Kuduiddiidl hnllirr «it*ii (‘tnodiuati-iiHnkua^sjmukt 
in dii'H{‘ Etdce. sn Ul iu uuoiidlirhrr Nato* I'luiktr. (iiuch 

§. 48) 

s 

I ■ I- ^ 

and di(‘st5 (Inissi* ist in dm* Strorko ti s, uit t\rr mdU* Thril V(»n % 
i'nusiant ist, roiu iina^iniir. Iv- i4 nlhu 


und wonn wir 
(2) 


. ( % 

x^ut - 

t€ 

srt/rn, HO rr|,'}i“kl Nirdii 

i 

4 'Tt <1 


. r I 

I r-' r " 
H 


I)iost‘r AuMiruok /.oigt , daH^, swun -lit, o lur r -?() 
niiondlich wird, wiihroiul litr « ** ’ I und i n di»" Ididdi^- 
lv(dt n viu’Hrliwiudot, 

Wimn alsn riij Lritt'r luif rnn-'r au 
Kautti uu das liit-lcdi triuuni or«‘ir/l. ?o» 1 dii^ olrk- 


§. 139. 


Klektr icitiits vcr theilung auf einera PriBnia. 
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triscbe Diclitigkeit in dor Kante unendlich. Bildet 
aber der Loiter in dor Kaute oineii einspringeiuleu 
Winkel gegeu das Dicloktricuni, so ist die Diclitigkeit 
ill der Kante gleicli Null. 

§. 131). 

Elcktricitiltsvortlioilung auf einom Prisma. 

Wir wollon nun als Jkdspiol den Fall l)otraclit 0 u, wo die 
Curve 8 in der .c^-Ebcmo oin goradlinigos Polygon ist. Nach 
137 komnit die oloktrostatisolie Aulgabo diiranf /airiick, den 
Flachenraum aussorbalb dieses Polygons auf das luncre einer 


Fig. ThS. 



KroiBlliiohc {ib/.ubildmi, so dass dor Mittelpiinkt des Kreisos dem 
unendlioli fonuui Punkto in der .er-Ebone ontspriobt. 

In der Fig. 5s ist dor Ibiborsicibtlicldvoit balber diis Polygon 
als Droiec.k (AJi (J) ange.uoiunum. Nebmen wir an, die Aivfgabe 
soi gcliist, cs B(u also ^ als Function von 10 im Innern des 
Kreisos l) 0 stimmt, und dio Kr(‘isl)()gon a&, ca mogen den 
Polygonsoiton AJi^ Cyl t‘ntspro(’kon. 

Wir nohmcn luiu m jodmii Punkte w im Tnnevn des Kreises 
den xugoburigen Pol Wi ausscirball) und bisson diesein den 
Puukt ;c-'i entsprocbon, dor d(‘,r f5])ieg(ilpunkt von ist in Bezug 
auf cine, dor PolygouHoiton, otwa AJi* 

Daim ist die Beziebnng von m Wi gleicbfalls eine con- 
forme Al)bildung ('§,50), und es ist also jcdzt 0 als Function von iv 
in der ganzon a^-Ebont^ boBtimint. Dieso Function ist an dem 
Bogen ha stetig, dagegcu an den andoren Tboileu des Kreises, 
an ac uiid ha^ uustetig, Donn dio Strcjckon ac und aCi fallen 


r 


S- mi 




»‘h A nil f. 


aul' ilfiii Kivi (' withn'iiti .Ik- cut .pn-. lit-iulru .If, .-I 

in tliT ..-Killin' nt'in'iiiif I'liml- 

I'lu tiiui tliii I usil't inknit *ui tUi"''‘ii Kini' u in'u.iui*! zn Iki., 
Hfcimtiitm, lialn'ii wir niut) Uflutiim nnt.'ii •in hi ii /,ui ,. hcii zwei 
..nlspTO'Ui'iianii I’niikti'ii ant' a.-i. n.-raa.-n Sti'.vk.-n .If. .lf,_ 
Dinsi' i‘rt(ii'lik sich fnls'cnaormau'-ia'ii. ^Vl^ iM /'-i.-lm.-n mil ,! zn- 
jrl.'it'h ami Wfi'th, ami ilia Viu'ial.lf ■■ im 1’uia.t-- .1 Imi , mit # 
ami NVinkol, ami .If uiit am- .( ■A'c<- I'iiam , mil <( a.-n Winkcl 
//.If, uml mit r aim Ali'-taml .1 . am- I'l’-iali -i , i.t. Uunn 
habc^n wir 

- .1 - ri-f -f A \ 


uuil 

(1) M -I • t- Au-^' 


llim-iii siiul tp uml .1 tJi-stiai'-m* tii"-« nn, am .lirli nii-ht 
ilmlrn'ii, wmui sii-li ilm' I'lmkl Imn'’ -If l«-vu-,.'t. Wir kiiiim-u 
aulior iliti (tlindiuii}' ( 1 ) uarli a tlitirrmitiu-'ii, wi-nn \ur ilalii’i 


lion I’uiikt ii> liiims am' Hn'injim iiilmrm tiirl'n'hrfitnn la .wn, itiul 

Hit m-^aulil .Mcli 


(a) 


(/ 

tl f( 




,i , ./ 

, t"!-' , , 

tl !> tl H 


a. h., CK iRt lUti Kuiirlimi 


•/ 

ti If 


ItiK' 


./ ; 

ii ir 


lunm Ui‘hnrgani^t^ itbrr th^n #m' tu tfluruf ir Ht«*Ug, 

Dumalbo Hntracthtiuig ^irli ubrr ta auf dw atnlrrm 

PolygouHinUni lunvantlan^ ant iiariai.n^r MH4iia*ala»a aurb init 
Holclas <Uc' lait tier Sunlit .1 /f }aiiaU»‘l ^niu!, inul t‘H 

fnlgt hIho: 

Dia Fu nr tin n 


d 

d ir 



0 t tr } 


int niur in tlrr gan/.tni ruHhnifig** and 

Htatigii Kunrlinn van u\ tUa unr tu ma/flainn 
norh nahtu’ zu bi-HtiniaiajHiaa I’nnktra uaaml- 
Urh war da a kanin 
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§. 140. 

Bestimmung der Function 

FjS ist nun zunaolist erforderlicli, die Unstetigkeiten der 
Function 0(io) zu untcrsuclicn. Hiorbei sind als singulare 
Puiikto zu beaclitcn die Bildcr dor Kekpunkto J?, 6\ die 
Punkte 10 — 0 xind to — co. Die iibrigen Punkte bezeiclinen 
wir als regulare Punkte, und in dicson kann niebt unendlicb 
warden. Dcnn ist Wq oin soldier Punkt, und ^‘o ^^lor zuigcliorige 
Wertli von bo baben wir cine in dor Umgobung dieses Punktes 
convergento Entwickolung 

^ ~ {lO IOq) + C .2 {to -I- • • • 

Uw "I" ~ 

init von Null verschiedenem Ci (vorgl. §, 48), und daraus orgiebt 
sieli eine Eutwickclung 

(I 

dw ~ "I ’ 

woriu Co — log Cl ondlicli ist. Demnaeli liaben wir fur eiiuni 
sole, hen Punkt ciuo Entwickolung 

(1) 0 ==r Cl -] • 2ca(it; — n;o) 4 , 

also ist 0 endlich im Punkte iOq, Urn Ibrner die Bildcsr der 
Kckpunkto des Polygons zu betracliten, bezoiclmeu wir mit 

ocTT, jiTC^ y%^ ... 

die an den Pimktou A^ j5, C, ... gclegcneii Iiiiioiiwinkel des 
Polygons (nacli der Bezeichnung in der Fig. 58 ist oocm = (p), so 
dasB, wlibrond in der w;-Ebone im positiven Sinno oin Ilalb- 
kreis um don Punkt a bescUrieben wird, dor entsprecliendo 
Punkt der ;3^"Eben0 oinen Bogeii von dor Grosso (2 — oC)% 
durclililuft. Dann liabon wir nacli §. 48 (16) in der Umgebung 
des Punktes a eine Entwickolung von dor Form 

— yl. = {%o — ay-’^[C() Cl {to — a) + <^2 — ay + • • • |, 

wovin Co YOU Null verschioden ist. Daraus folgt 




.Nim* li .’r h u f vr Al* rhuiM. 


S. HO. 


r~ (2 ■ n) f„ 

<l W 

i/r nd 

{ 1 ,1) 

, </.:■ , 

fii li»g ( ir 

fl ] « r f : H’ i( i 

uinl fol^lit'li 



t-’ 

a , 



» ‘i t { a- H) > • • • , 

a ' 


uud ICnlsproc’lumilos gill vim 

tlon iibri*n*u Fnukfon //, 


Dum I’unktc w t) t'utsprifh! dw “Wriih # , mni y,y,s^\x 
HO, (lass (‘inorn Kroislatifo win il<*u Null|tiiiskt nn riiUarhrr Kri*iH- 
Inuf in (Uh* ontsprirlit. Kuh^lirU in 4* r rni^t'huug 

(lt*H Nnllpunktt*s oiim Hut \vi«'kolitnt!: drv Kunn 

„ . r, , 

U' 

'■ I . 1 . 

dw 


iiiit. v(m Null vi'rscliiiniciu'iu r ilanm. 


(3) 





'iluj'!!' • I ,. > *, 


u 

I r, i ;! r.. I# 

{V ‘ 


fir til, 


Kh bltulit ncH’h clot Ibuikl lO f /.u tl«nu i^loirh- 

fallH (lor Wc'tlh « - - / tnii^prirkt. Fur fin .nu hnt nmn, ila 
oiaaia oinfacJuiu Kroi^laufo nut tan!aio/ln-li -iM'. jnn Iknlin^ in 
dm’ /r-Kl)mu\ oiu rinfnolior Kroinlunr tu dor . Floin* mtNiirioht; 


c/.: 
(/ /r 


r t ir 


IV 
■< * 


IV ^ 


(■i) 




itv ■ t I 


(1. h., OH nni.HH 
Ann diosen 


ir '(p iin I ni»ndliohrii imm Ii v or h wiiulcMn 
Ikalingnugmi f-ndobt sit-U al»i r, tin dit^ Ikliormir, 


in (ler ganzen ly-Ebene endlicii blcibt und im Unendlicbeii ver- 
schwindct, und dass sie also nacb clem Satze §. 48, II. identisch 
Null ist. 

Hiernach orhaltcn wir fiir die Diftbrontialgleicliung 

(5) lo- ^ -h ^ + • • • 

^ d io ^ d%\) 70 ' 70 — a ' w — h ^ lo — c ^ ’ 

und aus (4) crgeben sich noch zwci Bedingungen, dio besagen, 

dass bei der Kntwickelung dor rcchtcn Soitci nacli fallenden 

Botcnzon von lo die Coeflicienteii vou ■w~'^ und ausfallen 

niiissen : 

( 0 , (1 __ „) 0 ; 

von (lioacn Bedingungini ist die erste vou selbst crfilllt, da in 
eiueni Polygon von 7i Soiton dio Winkelsummo 

(7) 7C ^ a — (71 — ii) TT 

ist. Dic^ zweite zerfilllt, da die a, /;, cj, ... eoinplox sind, dureli 
Tremnung dcis rccdlcui und imaginiivcni Thcili^s in zwei Uelationon. 

Aus (f)} tirliiilt man aber durcli Tntc^gration, wonn Cy und 
dit‘, Inb^gnitiniisc.onstauton sind: 

( 8 ) rj I c'y I {lo ^ (a; /;)i -f** (/f; . ... 

Winui d:is Polygon in der ;:-'-Kl)cm(', dureli die Eoordinaton 
sc'incn’ 7i Mekpiinktc^ gogeben ist, so bat diu* Ausdnie.k (S) 2^/- Btj- 
<lingnngen zu oriTillen. Zu ibror Bofriesligung hat mnai die 
n rccdlen (Irossen a, /j, ... dio n Griissen a, ... niit deni abso- 
luteu Wortbe 1 und die boiden complcxcni Goustantem c. 2 ,^ also 
recdlo CouBtaaiten, dio abcu' nocdi don drei Rolationeu (Gj 
gtniiigon mi’issou. Also ist dio Anzahl dor vorfiigbaren Oonstanton 
um 1 griisse.r als dio Anzalil dcu* zu cndTilbnicltni Bculingungein 
Dios ist notbwendig, da man, wmm dio Anlgal )0 auf cine Art 
gebist ist, den Kreis in dt*r //^-Mbonc noeli urn eiuon l)oli(}l)ig{m 
Winked drobon kjuui. 

Dureli cine Vcu’iimbirung des Goordinatensystems in der 
;:“lG)cno und durcb alinliclio Vorgrossorung odor Vorldeinorung 
kann man d(‘n Ansdruede (8j auf die Form bringon 

(!)) a “ j* (io - (?f; - - hY'^'^ , 
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und in dieser Form giobt er, wenn a, b, c, . . . irgend ■welcFe 
Grdssen mit clem absoluten Werthe 1, und cc, |3, y, ... irgend 
Zahlen zwiscben 0 und 2 sincl, die den Bedingungen (6) ge- 
iiiigen, immer die Abbildung des Einbeitskreises in der lij-Ebene 
auf ein geradliniges Polygon in der ^-Ebene mit den Winkeln 
ecjr, jSsr,’ yjr, ... 

Wenn wir fiir a,b, c, . . . die vier Punkte ± e~‘ , und 
« = ^ = y ... = Vs annebmen, so sind die Bedingungen (6) 
befriedigt, und wir erbalten aus (9) 


( 10 ) 


= ’yr 




cliO 

IV^ 


also ein elliptisches Integral (zweiter Gattnng), 
iiber die Kreisperiplierie gehen, so setzen wir w 

halten 

ds — i y 2 cos 2 'O’ ; 


Lassen wir id 
= und er- 


es ist also d 0 reell oder rein imaginilr, und wir liaben in der 
^-Ebene ein Quadrat mit der Seitenlange 




y2 cos 2d' dd' Q. 

7t 

~ I 


§. 14L 

Influenz zweier cylindriscber Loiter. 

Es seien jetzt zwei parallele cylindrisclie Loiter von be- 
liebigen . Querscbnitten gegeben , auf denen die constanten 
Potentialwertlie C^, herrschen sollen. Dann ist das Gebiet 8 
in der ^-Ebene von zwei Ciirven , den Qiiei’sclmittlinien 
der Cylinder, innerlicli begrenzt, und erstreckt sicb ins Un- 
endliche. 

Das Gebiet S ist zweifacli zusammenliangend, wcil es durcli 
einen die Curven Sj, $3 verbindenden Schnitt nicht in getrennte 


H. A. Schwarz: „Ueber einige Abbilduiigsaufgal3eu“ , Grelle’s 
Journal, Bel. 70 (1869). E. B, Christoffel: „Sul pi^oblema delle tenipora- 
ture stationarie" , Annali die Matematica, Ser. 2, T. I (18G7), T. lY (1870). 


§. Ml. Influenz zweicr cyliu drisch cr Leiter. 

Thcile zerfiillt. Das elektrische Potential (p ist so zu bestininiein 
dass es den allgemeinen Bedingimgen cles §. 136 genligt uud an 
den Ciirven s>2 Wertlic 
Cl, 62 aunimint. 

Im Allgemeinen wire! die 
Function cp im Uneiulliclicn 
logarithmiscli unciidlich | §- 130 
(10)], Es kaun hier abor auch 
der Fall vorkommen, dass sie 
cndlicli bleibt, nilmlicli dann, 
wenn l)eidc Cylinder glciclic 
und cntgcgongosotztc Elek- 
tricitiitsmengen ontbalten, also 
m — 0 ist, 

Auch dieses Problem lilsst sicli auf eine Abbildungsaiifgabc 
zurilckfrihrcn, wic wir jetzt zcigoii werdon. 

I. Wir nohinon an, dass das (jobietS' auf das Innero 
eines Kreisringes K conform abgebildet sci, so 
dass die beiden Groiizkroisc7r/i, L don Curveu 5], 

0 n t s p r 0 c hen. 

Dio Radion dor begronzondon Kreiso wolleu Avir so Aviililen, 
dass ilir Proihu'.t — 1 ist, was olbuibar durch proportionalo Vor- 
grdsHoriing odor Vorklciuoning zii orroichon ist, wenu os nicht 
sclion von vornhoroiu so s(uu solltc. Wir bezoichnon domnach 
don Jladius dcs imioreu Kreisos mit den dos ausscron niit 
HO dass (f oin positiver oclitor Bruch ist. Diosor 
Kroisring liogo in dor El)ono einor coinploxen Variablon 

Da wir don Kroisring noch in seiner Ebcne drehou kbimcn, 
80 stoht es uns frei, dem unendlich forneu Punkt dcs GobietcB ^ 
oinen Punkt c auf dem positivon Tlieil dor reollen Axe ent- 
sprechen zu lasson, Dio Wald von q und c wird uns a-ber niclit 
mcdir froistehoi), sondoru von den Lagcnvorlulltnisson der Curveu 
S2 abhangen, wie wir spiitcr an Boispiolon sohon werdon, 

Wenn dies Abbilduiigsproblom geldst ist, so ist to in dem 
Gobioto S eine stetigo, cndlicho und von Null vorschiedeiie 
Function, doren absoluter Worth an den Curveu §2 ‘die con- 
8ta,uten Werthe und annimnit. Worn wir also 
(1) X (p itjj ~ logi-r, w = 

sotzen, so ist q) dor reclle Theil ciner Function % von der an 


Fig. 50. 





..jj-jQ M.s.-luuli. MI. 

don Curvmi .s,, .s'j die .■<.ust:nili-u Wn-lh.' • ,1";;./. i ,1.,-,/ uiw 
ninnnt, uiid liii'nluirh i'^l nl-... l.crfii-i .las l'r..ld.a!i riir .Um 
s ]) 0 (‘i(ill I'll Fall .u'l'l.'-'t . ‘Fi'"' i; '"'i s' .•ninich 

Ulcilit., als.t die (1 csani m t m.- ii .I.t m i I I 1 u< i I 1 .,mi 

Kl.'Ut.rii'itiil sd'-ifli N'lH ist. 

Im Allf^i'mi'iii.'n ludifii wir id.iT ii"idi /w.-il.- Auri:nlit‘ 

VM iris{‘ii : 

II Ks ist niui' Kuni-tinu ^ ‘mjtu- 

ph'xrn Argument in ilt-m (ifliii’tr ,s\ al^o 
iixxvh tlos (‘tnuplt'HtMi A t-i .?r iiUHM'luUU 

tl(*s Krt'isri!4^*^ K in ln*st i irunr n, lians 

a) (lit* Kun«’tion /j in rttnlft* r 

mis (’ll luu* u (1 1 1 (’ li A^ird, 

Xi 

i H (‘ u d 1 i li b I (’ i 1‘ t ^ 

1)) di*r rtM*Ui* d'ht’U (| I i, in dr ui U rlu,^io A\ 
abK(*srhrn vtiu dtMU i\ iMidUfU, 

und (*ind(‘ntii: ini and an d»Mi Umu/.tMi 
vn rst’hw iiitU* t. 

I)nr iiungiuiirn Tlndl ii;*i \s\vd in buh.fr dn- I*rdnntuu |4 a) 
iiidit nimloutig sinu kuiturn. 

Da dm' ihmkt w t dvin ruukft^ ^ ^ rni .|inrlit, hu 

liostcht (dim Kniwit’kiduni^ vi»n drr Fuim 

■■ 

ir r 

alnn 

ln^(/r * /’J hH.< - r , 


uud wniiu also dm* ahsnlufr \\rtlh \ ^ i nnt /t bi** 

/.(dclumt wird, sn ist narli a) 

f2) (/ 1 * F<|f It 

im IHuikta f/* rndUrli. 

Hidzoa wir dalmr 

(a) (X> air; I * Jr; /F 

HO int, wotui A und // willkiirlndn* f*msstanlrn brdrutK‘u, (F drr 
ro(dl(* d'lmil tdin-r Kunctinn rMm|di-:srii Ar.ruinrn!r'-i dm narh 
a) UTul h) dii* Kiicnimtdmftmt bat : 


§. 142 . 
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1. 0-{-nilogE ist im Uncnclliclien endlich [§. 137 (10)]. 

2. An den Grenzcurvcn Si, s.> ist 

^Aioga + n, 

^ — ^ A\osq-\- E, 

imd die CoiiRtanton A \im\ I> konnen so l)estinnnt 
werden, dass 6\ iind 6y keliebig gcgGl)cuio Wertlie er- 
lialteii. 

Damit ist also unser olcktrostatiscihes rroblein auf die Ld- 
siiiig dor beidon fuaotioiieiitlieorotisohcn .Problomo L, 11. zuriick- 
gcfillirt. Von diescii ist das zweito von der Natur dor Cnrvon 
Sj, So unabliiingig und kann, wio wir sebcn worden, allgeinoin 
gelcist worden. Das crste abcr biingt von der Gestalt diesor 
OurvGU ab und kann nur in spccioll( 3 n Fallon gelost werden. 

Wir wondeii uns zunilelist der Beliandlung des zweiteii Pro- 
blomes zu. 


Bestimmung dor Function %i 

Urn di(3 Function Xi zii l)eHtinimcn, setzcjn wir 

(1) ziO'O ~ i<»g/0'0- 

Dann ist/(u;) oinc Function, dio in dem. Kreisringo K den Be- 
dingungen genugen muss: 

a) Dio Function f (iv) wird in dem Piinkto c gleich 
Null, und zwar bo, dass der Quotient /('^,^;)/(^(; — c) 
endlicb und von Null verschiodon bloibt; ab- 
gesebon von dem Puiikto c ist der absolute Worth 
von f(w) in dem Gobiote K endlich, stc3tig, oin- 
dcutig und von Null v crscliiedon, 

h) Der absolute Worth von f(io) ist an den beidon 
Poripliorien gleich 1- 

Um oinc solche Function f(to) zii finden, construiren wir zu 
einem ])oliol)igcn Punktc den wir * vorlaufig irmerhalb K an- 
nohmoii wollen, die Pole in Bezug auf die boidcn Kroiso /C|_, 
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und nehmen zu diesen Punkten die Spiegelbilder in Bezug auf 
die reelle Axe tind Es ist dann 

( 2 ) WiUi = iOiO-i = 

Plierdurcli wird das ganze Gebiet K auf zwei angrenzende 
Gebiete Zi, conform abgebildet, imd die innere Begrenzung 
Yon Ki ist ein Kreis mit dem Radius die aussere Begrenzung 
von Z_i ein Kreis mit dem Radius 

Auf dem Kreise \ ist lOi mit lo conjugirt imaginar, und 
ebenso ist auf ifcg ^it iv conjugirt imaginar. 

Die Function /(-^^;) muss nun, wie aus der Symmetric folgt, 
eine reelle Function sein, d. li. eine Function, die flir con- 



jugirt imaginar e Werthe des Argumentes selbst conjugirte Werthe 
erhalt (und folglich fiir reelle Argumentwertlie reell -wird). Dem- 
nach verlangt die Forderung b), dass f{w)f(%o^) an 7ci, und 
an fcj gleich 1 wird: 


(3) 



an /oi 

(4) 

/C*«) / 

f— ) = 1 , 

\q_wj 

an \ 


Diese Gleichungen mllssen aber, da sie an Linien erfullt sein 
sollen, identisch stattfinden. 


